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ВВ Е Д Е Н И Е

Впоследнее время широкое распространение получил метод взвешенных невязок, частными случаями которого оказываются многие известные методы решения задач математической физики, например, методы Галеркина, моментов, потоков, наименьших квадратов, подобластей и целый ряд других.

Метод конечных элементов является, по-видимому, одним из наиболее распространенных способов решения прикладных задач в горной и строительной механике, при выполнении прочностных расчетов, изучении тепловых и газодинамических процессов, исследовании упругого, вязкого и пластического состояния твердых деформируемых тел и во многих других случаях. Наглядность метода, простота геометрического описания конструкций, элементов деталей машин и механизмов, имеющих сложные формы, универсальность учета граничных условий сделали его весьма популярным среди широкого круга специалистов, занятых решением инженерных задач. На основе метода конечных элементов созданы многие прикладные программные комплексы для решения конструкторских задач, возникающих в авиационной, судостроительной, автомобильной, машиностроительной промышленности.

Метод граничных элементов появился как результат развития идей, лежащих в основе метода конечных элементов. Он базируется на понятии фундаментального решения краевой задачи, в которой точечный источник

задается с помощью -функции Дирака. В этом случае конечные элементы используются для аппроксимации границы области, а аппарат классических интегральных уравнений применяется для отыскания решения внутри рассматриваемой области. В настоящее время аппарат метода граничных элементов широко применяется для решения задач механики жидкостей и газа, грунтов, упругости и пластичности деформируемых тел, вязкоупругости и в целом ряде других инженерных и научных проблем. Применение указанных методов в механике деформируемого твердого тела (О. Зенкевич1, Р. Галлагер, Д. Норри, Ж. Де Фриз, С. Крауч, А. Г. Угодчиков, Н. М. Хуторянский и другие) позволило найти решения сложнейших инженерных задач.

Много внимания уделяется численным методам решения прикладных задач механики жидкостей и газа на основе методов конечных и граничных элементов с различными видами аппроксимации полей скорости, давления и

1 Зенкевич Ольгерд Сесил, [р. 18.05.1921] – английский ученый-механик, один из авторов метода конечных элементов (1967). В 1943 году защитил диссертацию на степень бакалавра в Имперском колледже, на степень доктора философии (PhD) – в 1945 году, получил степень доктора наук (DSc) Лондонского университета в 1965 году. Преподаватель Эдинбургского университета (1949-57), профессор структурной и гражданской техники Северо-западного университета штата Иллинойс (1957-61), заведующий кафедрой гражданского строительства университета Уэльса (1961-88), почетный профессор с 1988 года по настоящее время. Почетный доктор наук университетов Лиссабона (1972),

Шотландии (1987), Вены (1993).
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температуры (К. Бреббиа2, Дж. Коннор, П. Роуч, К. Флетчер и другие), поскольку построение точных решений для систем нелинейных дифференциальных уравнений движения, энергии, диффузии целого ряда других не представляется возможным.

Первая глава пособия посвящена классификации методов взвешенных невязок, введению основных понятий и определений, вопросу сходимости галеркинского приближения обобщенного решения.

Во второй главе рассматриваются аппроксимация функций с помощью кусочно-непрерывных пробных функций, системы иерархических многочленов, способы построения пробных функций, применяемых при решении одно-, двух- и трехмерных задач.

Построение разрешающих соотношений для одномерных стационарных и нестационарных задач на основе метода Галеркина с использованием конечноэлементной аппроксимации подробно рассмотрено в третьей глава на примере задачи теплопроводности.

Походы к решению задач теории упругости (плоскодеформированное, плосконапряженное и осесимметричное напряженные состояния), а также способы решения упругопластических задач (методы переменных параметров упругости и дополнительных нагрузок) изучаются в четвертой главе. Подробно рассмотрены процедура ансамблирования конечных элементов и учет кинематических граничных условий. Получено решение об осадке длинной полосы между гладкими горизонтальными плитами.

Впятой главе ставится задача о движении жидкости с использованием функций тока и завихренности. С использованием метода Галеркина получена система алгебраических уравнений, рассмотрена процедура ее решения, алгоритм реализован на примере решения задачи о течении жидкости в замкнутой полости с подвижной крышкой.

Впоследней, шестой главе, приведены основные соотношения метода граничных элементов, описан алгоритм построения фундаментального решения для линейной краевой задачи.

Во время подготовки рукописи активное участие в разработке алгоритмов

ипрограмм для персональных компьютеров, в проведении вычислительных экспериментов приняли студенты специальности «Математическое моделирование» Наталья Шабрыкина, Владимир Кочуров (ММ-94), Ирина Унчанская, Михаил Додкин (ММ-95), Инна Гитман (ММ-96), Евгений Баженов, Андрей Петров (ММ-97) и многие другие.

2 Бреббиа Карлос Альберто [р. 13.12.1948] – английский ученый-механик, один из основоположников метода граничных элементов. В 1972 году защитил диссертацию на степень доктора философии (PhD) в Саутгемптонском университете, с 1994 года – почетный доктор наук Бухаресткого университета. Преподаватель Саутгемптонского университета (1970-75), профессор Принстонского университета (1975-79), профессор Калифорнийского университета (1979-81), с 1981 года по настоящее время – директор технологического института в Уэссексе.




5













1 . К Л А С С И Ф И К А Ц И Я М Е Т О Д О В В З В Е Ш Е Н Н Ы Х Н Е В Я З О К

Классификацию методов взвешенных невязок рассмотрим на примере

	уравнения Пуассона
	 
	 
	 

	u f ,
	x
	 
	(1.0)

	с граничными условиями
	 
	 
	 

	u U,
	x U ,
	 
	(1.1)

	u Q,
	x Q
	 
	(1.2)

	n
	 
	 
	 

	где U Q – граница области . Решение задачи (1.0) – (1.2) будем искать

	в виде конечной суммы
	 
	 
	 

	m
	 
	 
	 

	um ai i x
	 
	(1.3)

	i 1
	 
	 
	 

	с использованием пробных функций i x ,
	i 1, 2, ;
	ai , i 1,m –



коэффициенты, подлежащие определению. Пусть функции i(x) выбраны таким образом, что решение, представленное в форме (1.3), точно удовлетворяет граничным условиям (1.1) и (1.2). В этом случае коэффициенты ai, i 1,m должны быть найдены из условия удовлетворения решения (1.3) исходному дифференциальному уравнению1.

Поскольку разложение (1.3) строится с использованием конечной системы пробных функций, решение um получается приближенным и при подстановке в исходное дифференциальное уравнение (1.1) образует невязку

m um f 0,

распределенную в области .

Выберем систему взвешивающих функций k , k 1,m, с помощью которой

взвесим невязку в области , и потребуем выполнения условия

m kd 0, k 1,m,

	 
	 

	откуда следует
	 

	um f kd 0, k 1,m .
	(1.4)

	 
	 



1 Такой метод построения решения условно называется внутренним
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	Если система взвешивающих функций обладает свойством полноты, то из

	условия
	ортогональности
	невязки m ко
	всем функциям k следует, что

	 
	m
	 
	0. Если, кроме
	этого,
	система пробных функций i(x) обладает

	 
	m
	 

	свойством замкнутости, то
	u
	m
	u
	0
	, где u – решение задачи (1.0).

	 
	 
	m
	 



Пусть пробные функции i(x) выбраны так, что не удовлетворяют точно граничным условиям (1.1) и (1.2) на границах ГU и ГQ. Взвесим невязки

	U um U,
	x U ,
	Q
	Q um ,
	x Q

	 
	 
	 
	n
	 



на соответствующих границах области,

	U kd um U kd ,
	 
	Q kd 
	 
	u
	 

	Q
	 
	m kd .

	U
	U
	Q
	Q
	 
	n 

	 
	 
	 



Теперь, как и в предыдущем случае, можно потребовать выполнения условий ортогональности невязок U и Q взвешивающим функциям:





	um U k d 0
	,

	U
	 
	 
	n
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	u
	 
	 

	Q 
	 
	m kd 0

	Q
	 
	n 
	 

	 
	 
	 
	 






(1.5)

(1.6)






и решать совместно систему уравнений (1.4) – (1.6) для поиска коэффициентов ai разложения (1.3) искомого решения. Однако, целесообразно объединить соотношения (1.4) и (1.5), (1.6).

Для дальнейших выкладок воспользуемся теоремой Грина1 [],

	 
	 
	 
	 
	 

	d d d .
	(1.7)

	 
	 
	 
	n
	 

	Первоначально положим k ,
	um , то есть (1.7) принимает вид

	 
	 
	 
	 
	um d .

	k umd k umd k

	 
	 
	 
	 
	n

	С учетом этого соотношение (1.4) преобразуется к выражению

	k
	 
	 
	 
	 

	um d um
	kd f kd 0,

	 
	n
	 
	 
	 



1 Грин Джордж [14.7.1793 – 31.3.1841] – английский математик и физик. Самостоятельно изучал математику и лишь в 1837 году окончил Кембриджский университет. Ввел понятие и термин потенциал, развил теорию электричества и магнетизма. Выполнил работу по исследованию отражения и преломления света в кристаллических средах, в которой вывел основные уравнения теории упругости.
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	k
	um d k
	 
	 
	 
	 
	 

	um d um kd f kd 0.
	 

	U
	n
	Q
	n
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	Согласно (1.6),
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	k
	um d 
	Q kd ,
	 

	 
	 
	Q
	 
	 
	n
	Q
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	откуда следует
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	k
	um
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n
	d Q kd um kd f kd 0.
	(1.8)

	U
	 
	Q
	 
	 
	 
	 
	 



Основной результат выполненного преобразования заключается в понижении порядка производной искомой функции, входящей в получаемое соотношение. Иными словами, можно ослабить1 требования к пробным функциям, а именно, требовать, чтобы i C1 вместо i C2 , как это требуется для решения уравнения (1.0).

	Вновь воспользуемся выражением (1.7), полагая теперь um,
	k ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k d .
	 
	 

	 
	 
	 
	um kd um kd um
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	Подставляя полученное соотношение в (1.8), получаем
	 
	 

	 
	k
	um d 
	Q kd um
	k d um kd f kd 0,

	 
	U
	n
	Q
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	k
	um d Q kd 
	um k d um
	k d 
	um kd f kd 0.

	U
	n
	Q
	 
	 
	n
	Q
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	U
	 
	 
	 

	Поскольку, согласно (1.5),
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	um k d U k d ,
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n
	U
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	U
	 
	 
	 
	 
	 

	после преобразований приходим к выражению
	 
	 
	 
	 

	k
	um d Q kd U k d 
	um k d 
	um kd f kd 0. (1.9)

	U
	n
	Q
	 
	U
	n
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Q
	 
	 
	 



Следует обратить внимание, что в полученном выражении искомая функция вынесена из под дифференциального оператора2. В то же время под

1Полученное соотношение называют слабой формулировкой исходной задачи

2В этом случае полученное выражение носит название обратной формулировки задачи
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знаком оператора Лапласа3 находятся взвешивающие функции, что ужесточает предъявляемые к ним требования.

	Методы ( i i ):
	 
	Методы ( i i ):

	Галеркина
	Прямая формулировка
	Моментов

	 
	метода взвешенных невязок
	Конечных разностей

	 
	 

	 
	 
	Наименьших

	 
	 
	квадратов

	 
	 
	Коллокаций

	 
	 
	Потоков

	Галеркина
	Слабая формулировка
	Обобщенная слабая

	Конечных
	метода взвешенных
	формулировка

	невязок
	 

	элементов
	 
	 



	Трефца
	Обратная формулировка
	Граничных

	Граничных
	метода взвешенных
	интегральных

	невязок
	уравнений

	элементов
	 
	 



Рис. 1.1. Классификация методов взвешенных невязок

Если взвешивающие функции подобраны так, так они удовлетворяют уравнению

3 Лаплас Пьер Симон [23.3.1749 – 5.3.1827] – французский астроном, математик, физик. Учился в школе бенедиктинцев, откуда вышел убежденным атеистом. В 1766 году приехал в Париж, где Ж. Д’Аламбер помог емуполучить место профессора Военной школы. Участвовал в реорганизации системы высшего образования во Франции, в создании Нормальной и Политехнической школ. В 1790 годубыл назначен председателем Палаты мер и весов, руководил введением метрической системы мер. В 1785 году избран членом Парижской академии наук, в 1802 году – почетным членом Петербургской академии наук, в 1816 – членом Французской академии. Научное наследие относится к области небесной механике, математики и математической физики. Выполнены фундаментальные исследования дифференциальных уравнений, интегрированию дифференциальных уравнений в частных производных. В теории вероятностей развил теорию ошибок и способ наименьших квадратов, позволяющие находить наиболее вероятные значения измеренных величин и и степень достоверности этих расчетов.
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	k 0,
	k 1,m,
	 
	 
	 
	 

	из выражения (1.9) следует соотношение, связывающие лишь граничные

	значения искомой функции um и ее производной um
	n,
	 
	 
	 

	um
	d um
	k
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	k 1,m.
	 

	k n
	n d U
	n d Q kd f kd ,
	(1.10)

	U
	 
	Q
	 
	U
	 
	Q
	 
	 
	 
	 
	 

	Полученные соотношения являются основой граничных методов для

	решения уравнений в частных производных, например, метода граничных

	элементов, метода граничных интегральных уравнений, метода Трефца и ряда

	других. На рис. 1.1 приведена схема классификации методов взвешенных

	невязок, предложенная в монографии [].
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Частные случаи метода взвешенных невязок
	 
	 

	Многие хорошо известные численные методы, используемые при решении

	задач математической физики, могут интерпретироваться как частные случаи

	метода взвешенных невязок.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0,06
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0,04
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0,02
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	0
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	x

	Рис. 1.2. Точное решение задачи (1.11) с граничным условием (1.12)



	Рассматривается дифференциальное уравнение
	 

	u u x 0
	(1.11)

	с граничными условиями
	 
	 

	u 0 0,
	u 1 0,
	(1.12)



имеющее точное решение (рис. 1.2): 10
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