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Предисловие

Важнейшей проблемой создания современных технических систем и выбора режимов их эксплуатации является проблема построения и анализа динамических моделей этих систем. При управлении движением ракет, больших космических конструкций, облегченных быстродействующих манипуляционных роботов, роторных систем с гибкими валами и опорными демпферами необходимо изначально учитывать деформации конструкции. До настоящего времени в математических моделях деформируемых управляемых объектов уравнения с частными производными движения упругих элементов конструкций заменяются конечномерными аппроксимациями, построенными на матричных конечно-элементных моделях, либо на усеченных разложениях по собственным формам. Спроектированное на основе такой приближенной модели деформируемого объекта управляющее устройство может вызвать возбуждение неучтенных форм колебаний и дестабилизировать систему автоматического управления. Это наблюдается, например, в больших космических конструкциях. Особый интерес представляют задачи устойчивости спутника с гибкими стержнями, упругой ракеты как объекта регулирования, орбитальной станции с выносной двигательной установкой на протяженной ферме, а также устойчивость упругих звеньев манипуляторов.

Динамические модели прецизионных поплавковых гироскопических приборов, гидродинамических опор, подвесов и демпферов, а также систем гидропневмоавтоматики в значительной мере определяются уравнениями с частными производными движения потоков жидкости и газа.

Физические модели указанных и многих других технических систем содержат дискретные элементы с сосредоточенными по пространству параметрами (абсолютно жесткие тела, датчики первичной информации, усилители, двигатели) и континуальные элементы с распределенными по пространству параметрами (упругие стержни, оболочки, потоки жидкости и газа) динамически связанные через границы раздела и в этом смысле являются дискретно-континуальными. Системы дифференциальных уравнений движения дискретно-континуальных физических моделей, содержащие обыкновенные дифференциальные уравнения, связанные с ними через граничные условия уравнения с частными производными, условия связи и начальные условия, для краткости назовем комбинированными динамическими системами. Предметной областью данного учебного пособия являются математические основы построения, анализа и синтеза комбинированных динамических систем без подмены уравнений с частными производными конечномерными аппроксимациями.
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Учебное пособие подготовлено на основе лекций по курсу “Математическое моделирование динамических систем”, читаемых в Саратовском государственном техническом университете студентам в пятом и шестом семестрах по специальностям “Приборостроение” — 190100 и “Роботы и робототехнические системы” — 210300, а также по направлению “Автоматизация и управление” — 550200 в девятом семестре при подготовке магистров.

Для изучения данного учебного пособия достаточно знания основных разделов математики, предусмотренных программой для инженернотехнических специальностей вузов.

ВВЕДЕНИЕ

1. Моделирование

Пусть дан реальный объект O, обладающий системой характеристик S. Сформулируем основные определения моделирования [1] реального объекта.

Определение 1. Объект O является моделью реального объекта O относительно системы характеристик S, если O строится для имитации O по этим характеристикам S.

Определение 2. Физической моделью реального объекта O называют

модель O , которая имитирует реальный объект O средствами механики и

F

физики.

Например, механическая модель упругой руки манипулятора в виде системы абсолютно жестких тел, сочленяемых податливыми шарнирами и упругими стержнями.

Определение 3. Математической моделью реального объекта O назы-

вают объект O , который имитирует реальный объект O средствами мате-

M

матики.

Например, упругая рука манипулятора представляется дискретно-

континуальной механической моделью O в виде системы абсолютно

F

жестких тел (дискретных сосредоточенных элементов), сочленяемых шарнирами и упругими стержнями (континуальными распределенными эле-

ментами). Тогда в качестве математической модели O упругой руки ма-

M

нипулятора можно взять уравнения движения дискретно-континуальной

модели O .

F
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2. Динамические системы

Определение 4. Всякую систему, преобразующую входную векторфункцию (возмущение) в выходную вектор-функцию (реакцию), среди ар-

		гументов которых содержится время t, будем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		называть динамической системой.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Определение 5. Всякую динамическую
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ОДУ
	 
	 

		систему, которая явно представляется систе-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		мой обыкновенных дифференциальных урав-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		НУ
	 
	 
	 

		нений (ОДУ) при заданных начальных усло-
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 

		виях (НУ), будем называть обыкновенной ди-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ОДС

		намической системой (ОДС) с сосредоточен-
	 
	 
	 
	 

		ными характеристиками. Структурная схема
	Рис. 1

		ОДС представлена на рис.1. Здесь сосредото-

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		ченное возмущение x(t) и сосредоточенная ре-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



акция y(t) являются вектор-функциями с единственным скалярным аргументом t.

Определение 6. Всякую динамическую систему, которая явно представляется системой уравнений с частными производными (УЧП) при заданных граничных условиях (ГУ) и начальных условиях (НУ), будем называть распределенной динамической системой (РДС).

	Структурная схема РДС приведена
	y(t)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	w(z,t)

	на рис. 2. Здесь: z – вектор простран-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ственных координат; y(t) – входная
	u(z,t)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	вектор-функция
	 
	сосредоточенных
	v(z,t)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	возмущений; u(z,t)
	и v(z,t) -
	входные
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	вектор-функции
	распределенных воз-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	РДС

	мущений; w(z,t) – выходная вектор-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	функция распределенных реакций.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 2

	Замечание
	1.
	Если
	u(z,t) 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



v(z,t) 0, то имеем РДС с сосредоточенным возмущением y(t). Если y(t) 0, то имеем РДС с распределенными возмущениями u(z,t), v(z,t). Однако реакция w(z,t) РДС всегда является распределенной.

Определение 7. Всякую динамическую систему, которая явно представляется системой обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) и уравнений с частными производными (УЧП) с граничными условиями (ГУ) при заданных условиях связи (УС) и начальных условиях (НУ), будем называть комбинированной динамической системой (КДС).

На рис. 3 приведена структурная схема комбинированной динамической системы (КДС). Здесь: x(t) и u(z,t) , v(z,t) – соответственно сосредоточенное и распределенные возмущения; y(t) и w(z,t) – соответственно сосредоточенная и распределенная реакции; z – вектор пространственных координат.
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	x(t)
	y(t)

	 



	 
	ОДУ
	 

	u(z,t)
	 
	w(z,t)

	 
	УЧП

	 
	 

	v(z,t)
	 
	 

	 
	ГУ
	 

	n(t)
	УС
	w(z,t)

	 
	НУ
	 

	 
	 
	КДС

	 
	Рис. 3






КДС моделируют динамические процессы в больших космических конструкциях, в спутниках с гибкими стержнями и жидкостными демпферами, в упругих ракетах, в поплавковых гироскопических приборах и акселерометрах, в упругих манипуляторах, а также в элементах и системах гидропневмоавтоматики и многих других технических системах.






_______________
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входных функций y1(t), y2(t),..., yb(t),



Глава 1 ХАРАКТЕРИСТИКИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

ССОСРЕДОТОЧЕННЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ

ИРЕАКЦИЯМИ

Определение 1.1. Всякую систему, преобразующую совокупность x1(t), x2(t),..., xa(t) в совокупность выходных функций где t– время, будем называть динамической системой с

сосредоточенными возмущениями и реакциями.

Тогда входная a – мерная вектор-функция x(t)=(x1(t), x2(t),..., xa(t)) есть сосредоточенное возмущение, а выходная вектор-функция y(t)=( y1(t), y2(t),..., yb(t)) есть сосредоточенная реакция динамической системы.

Определение 1.2. Оператором At динамической системы с сосредоточенными возмущением и реакцией называют совокупность математических действий, в результате которых по заданной входной вектор-функции x(t) определяется соответствующая выходная вектор-функция y(t) и обо-

	значают
	 

	y(t) At x(t)
	(1.1)



Говорят: оператор At действует над x(t).

Далее рассмотрим в первой главе характеристики определяемых таким образом динамических систем с сосредоточенными возмущениями и реакциями, полагая для простоты и наглядности, что x(t) и y(t) есть одномерные вектор-функции, то есть скаляры.

1.1. Линейные системы и принцип суперпозиции

Определение 1.3. Оператор At называют линейным, если при любых числах c1, c2 ,..., cn и любых функциях x(1)(t), x(2)(t),..., x(n)(t) выполняется принцип суперпозиции





n

At c j x( j )

j 1




	n
	 

	(t) c j At x( j ) (t)
	(1.2)



j 1






Определение 1.4. Системы, для которых выполняется принцип суперпозиции, называют линейными. Системы, для которых принцип суперпо-

	зиции не выполняется, называ-
	[
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	j

	ют нелинейными.
	•
	 
	•
	 
	•
	 
	•
	 
	•
	 
	•
	 
	•
	 
	•]
	 

	Представим принцип супер-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b

	позиции в интегральной форме.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	j

	Пусть на отрезке [a b] опреде-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	лены непрерывная функция с( )
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 1.1
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и непрерывная t [t t ] функция x(t, ).

Разбиваем отрезок [a b] на k произвольных отрезков j , j=1,2,..., k. Внутри каждого j-го отрезка j выбираем произвольные точки j . Тогда по определению определенного интеграла имеем

	2
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 

	A 
	 
	c( )x(t, )d 
	A
	lim
	 
	c(
	)x(t,
	)
	(1.3)

	t 
	 
	t max j 0
	j
	j
	 
	j 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	j 1
	 
	 
	 
	 
	 



Так как оператор At действует только над функциями времени x(t, j), j=1,2,..., k и не действует над с( j), то

	 
	 
	k
	 
	 
	 
	k
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	c(j ) At x(t, j ) j
	 

	At 
	lim
	c(j )x(t, j ) j 
	 
	lim
	 

	max j 0
	j 1
	 
	 
	max j 0
	j 1
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	c() At x(t, )d
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.4)

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Подставляя (1.4) в (1.3), получаем принцип суперпозиции в интеграль-

	ной форме
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	At c()x(t, )d
	c() At x(t, )d ,
	t [t t ]
	(1.5)

	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 



Определение 1.5. Динамическая система называется стационарной, если ее оператор At не зависит от времени t, то есть At=A. Если оператор At зависит от времени t, то определяемая им динамическая система является нестационарной.

1.2. Импульсная функция Дирака

Определение 1.6. Импульсной -функцией Дирака называют такую функцию (t), что

	0,
	t 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	, 0 :
	(t)dt 1 ,
	 

	(t) 
	 
	(1.6)

	,
	t 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	и которая удовлетворяет условиям четности
	 

	0
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	(t)dt 
	(t)dt 
	 
	 
	(1.7)

	2
	 
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Заметим, так как t0: (t)=0, то при имеем
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(t)dt 1,
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.8)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	(t)dt 
	(t)dt 
	 
	.
	 
	(1.9)

	2
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 












Выражение (1.9) является условием четности -функции на бесконечном интервале.

Пример 1.1. Прямоугольный импульс с длительностью и амплитудой 1 . Дана функция x(t) вида:

	 
	 
	 
	 
	 
	0,
	 
	t
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x(t) 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.10)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1 ,
	 
	t
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Докажем, что (t) lim x(t)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.11)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Доказательство. 1. Пусть t=0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Согласно (1.10) имеем t /2 : x(t)=1/ . Следовательно,
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	(0) lim1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.12)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2. Пусть t 0. Из (1.10) следует
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	t
	 
	lim 
	2 0 : x(t) 0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	t
	 
	0 : (t) lim x(t) 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.13)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3. >0 :
	 
	(t)dt 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim
	 
	x(t)dt 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim x(t)
	dt
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	lim 
	 
	 
	x(t)dt 
	 
	 
	 
	x(t)dt
	 
	 
	x(t)dt 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	•
	•
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	_ 
	t

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	lim 
	 
	 
	0dt 
	 
	 
	 
	dt 
	0dt 
	lim
	 
	 
	dt 1.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 1.2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Следовательно,
	 
	 
	 
	 
	(t)dt 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.14)

	 
	 
	 
	 
	 
	lim x(t) dt 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4. >0 :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	0
	 
	1
	 
	 
	1
	0
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(t)dt 
	lim x(t) dt lim 
	 
	0dt 
	 
	 
	dt 
	lim
	 
	 
	dt 
	 
	 
	 
	(1.15)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5. Аналогично доказывается равенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(t)dt 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.16)

	 
	lim x(t)
	dt
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Таким образом, согласно (1.12) – (1.16) выражения (1.11), (1.10) опре-

	деляют -функцию (1.6), (1.7).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Пример 1.2. Проверьте самостоятельно, что выражение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(t) lim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	определяет -функцию (1.6), (1.7).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(1 2t2 )
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1.3. Реакция одномерной линейной системы на произвольное возмущение. Весовая функция

	 
	x
	 
	 
	(t- )
	 
	 
	Определение 1.7. Всякую динамическую систему с

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	оператором Bt, преобразующую одну входную функцию

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(скаляр) (t) в одну выходную функцию (скаляр) (t),

	 
	0 
	 
	t

	 
	 
	назовем одномерной.
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Рис. 1.3
	 
	 
	Определение 1.8. Смещенной -функцией называют

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	такую функцию (t- ), где – смещение, что
	 

	 
	 
	 
	 
	0, t 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(t ) 
	 
	 
	,
	(t )dt 1
	(1.17)

	 
	 
	 
	 
	, t 
	 
	 
	 



Полагая оператор Bt линейным, будем рассматривать далее одномер-

	ную линейную динамическую систему
	 

	(t) Bt (t)
	(1.18)



Теорема 1.1. Если функция (t) непрерывная и ограниченная на интер-

	 
	 
	 
	 

	вале (-,), то
	(t) ( ) (t )d
	(1.19)

	 
	 
	 
	 

	Доказательство. Пусть t
	– фиксированная точка. Возьмем интервал

	 
	 
	 
	 

	(t-, t+), >0. Тогда
	( ) (t )d 
	 

	 
	 
	 
	 

	t 
	t 
	 
	 

	( ) (t )d ( ) (t )d ( ) (t )d
	(1.20)

	 
	t 
	t 
	 

	Так как () ограничена,
	то согласно (1.17) t
	: ( )(t- )=0 и

	( )(t-) 0 при =t.
	 
	 
	 



Следовательно, для сколько угодно малого >0 с учетом непрерывности функции (t) имеем :

	t 
	 
	 
	 
	 

	 
	( ) (t )d 
	( ) (t )d 0,
	 
	(1.21)

	 
	 
	t 
	 
	 

	t 
	 
	t 
	 
	 

	 
	( ) (t )d (t) (t )d (t) ( )d (t) ,
	t .

	t 
	 
	t 
	 
	 



Подставляя (1.21) в (1.20), получаем

(t) ( ) (t )d .

Теорема доказана.

Теорема 1.2. Пусть одномерная линейная система задана оператором Bt и возмущение (t) есть произвольная непрерывная и ограниченная на ин-
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