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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

Лекция № 13. Тема 1 : Введение в математический анализ.

13.1Элементы теории множеств.

Вматематике существует ряд фундаментальных, не определяемых понятий, которые служат для определения других понятий. К таким понятиям относятся величина, точка, множество, т.к. для каждого из них можно применить только синонимы. Так относительно понятия множества можно применить синоним «совокупность». При этом предполагается, что предметы (объекты) данной совокупности можно отличить друг от друга и от предметов, не входящих в эту совокупность. Например, можно говорить о множестве всех книг данной библиотеки, множестве всех вершин данного многоугольника, множестве всех натуральных чисел, множестве всех точек данной прямой. Книги данной библиотеки, вершины данного многоугольника, натуральные числа, точки данной прямой являются элементами соответствующих множеств.

Множества обычно обозначаются большими буквами А, В, X, ... Тот факт, что

объект а является элементом множества А, записывается так: а А и читается «а принадлежит множеству А» или «а входит в множество А». Запись а А означает, что а не является элементом множества А. Обычно множество задается указанием характеристического свойства его элементов, т. е. такого свойства, которым обладают все элементы данного множества и только они. Чаще всего это свойство формулируется словами: множество студентов данного курса, множество точек плоскости, равноудаленных от двух данных точек. Сокращенная запись множества имеет вид А = {a| описание свойств произвольного элемента множества}. В результате измерения физических величин, таких как время, длина, площадь, объем, масса, сила, давление, температура и т. п., определяются численные значения физических величин. Математика занимается величинами, отвлекаясь от их конкретного содержания. В дальнейшем, говоря о величинах, мы будем иметь в виду их численные значения.

Может оказаться, что множество определено таким свойством, которым не обладает вообще ни один объект. Ни одного элемента не содержит множество рациональных чисел, квадрат которых равен двум. Говорят, что это множество пустое. Пустое множество не содержит элементов, оно обозначается знаком .

В алгебре чаще всего приходится иметь дело с множествами, элементами которых являются числа. Такие множества называются числовыми. Для некоторых числовых множеств, часто встречающихся в школьном курсе математики, приняты стандартные обозначения: N {1, 2, 3,...} – множество

натуральных чисел, Z {0, 1, 2, ...} – множество целых чисел, Q – множество рациональных чисел, R– множество действительных чисел.

Если любой элемент множества А принадлежит также и множеству В, то множество А является подмножеством множества В. Это записывается так: А 











В. В этом случае говорят, что множество А содержится в множестве В. Таким образом .

Действительные числа изображаются точками координатной прямой (числовой оси). Координатная прямая – это любая прямая, на которой выбраны: направление, принимаемое за положительное, точка – начало отсчета и единица измерения – масштабный

отрезок, длина которого принимается равной единице. Координатная прямая обычно изображается горизонтально, положительное направление указывается стрелкой, начало отсчета обозначается О. Точка О разбивает координатную прямую на два луча, один из которых имеет положительное направление и называется положительным лучом, другой — отрицательным.

	Если число х1 положительно, то его изображают точкой M1 лежащей
	справа

	от точки О на расстоянии ОМ1 = х1; если число х2 отрицательно,
	то его

	изображают точкой М2, лежащей слева от точки О на расстоянии ОМ2 = – х2.

	Точка О изображает число нуль. Очевидно, что каждое действительное число

	изображается определенной точкой числовой оси. Два различных действи-



тельных числа изображаются различными точками числовой оси. Справедливо также утверждение: каждая точка числовой оси является

изображением только одного действительного числа (рационального или иррационального).

Таким образом, между всеми действительными числами и всеми точками числовой оси существует взаимно однозначное соответствие: каждому числу соответствует единственная изображающая его точка и наоборот, каждой точке соответствует единственное изображаемое ею число. Это дает возможность во многих рассуждениях в некотором смысле равнозначно употреблять понятие «число х» и понятие «точка х».

Неравенства между действительными числами на координатной прямой получают простое истолкование. Если х1 < х2, то точка с координатой х1, лежит левее точки с координатой х2.

Введем нужное для дальнейшего понятие абсолютной величины действительного числа.

df. Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа х (обозначается | x |) называется неотрицательное действительное число,

	удовлетворяющее условиям:
	 
	x
	x
	при х 0
	.

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	х
	при х 0
	 



Рассмотрим некоторые свойства абсолютных величин.

1.Неравенство треугольника. Абсолютная величина алгебраической суммы нескольких действительных чисел не больше суммы абсолютных величин слагаемых:

xy x y .

Следствие 1. Абсолютная величина разности не меньше разности абсолютных величин уменьшаемого и вычитаемого
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x y x y .

2. Абсолютная величина произведения равна произведению абсолютных

	величин
	 
	x y
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	y
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Следствие 2. Абсолютная величина частного равна частному абсолютных величин

xx .

yy

13.2Область изменения переменной величины

Вразличных явлениях одни величины изменяются, т. е. меняются их численные значения, другие величины сохраняют свое численное значение. Так, при

	равномерном движении точки время t и путь меняются, а скорость
	остается

	постоянной.
	 



Переменной величиной называется величина, которая принимает различные численные значения. Величина, численные значения которой не меняются, называется постоянной величиной. В дальнейшем, переменные величины будем обозначать буквами х, у, z, и, ... и т. д., постоянные величины будем обозначать буквами а, b, с, ... и т. д.

З а м е ч а н и е. В математике постоянная величина часто рассматривается как частный случай переменной, у которой все численные значения одинаковы.

Переменная величина принимает различные числовые значения. В зависимости от характера рассматриваемой задачи совокупность этих значений может быть различная. Например, температура воды, подогреваемой в обычных условиях, будет меняться от комнатной температуры равной 5–18°С, до точки кипения, 100°С. Значения переменной величины геометрически изображаются точками числовой оси.

df. Совокупность всех числовых значений переменной величины называется

областью изменения этой переменной.

Отметим наиболее часто встречающиеся области изменения переменной

	величины.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Т а б л и ц а
	1. Числовые промежутки

	 
	Неравенство,
	 
	 
	 

	Название
	определяющее
	 
	Обозначение
	Изображения

	 
	множество
	 
	 
	 

	отрезок от а до b (замкнутый
	 
	 
	 
	[a;b]
	 

	промежуток)
	a x b
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	интервал от а до b (открытый
	 
	 
	 
	(a;b)
	 

	промежуток)
	a < x < b
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	открытый слева промежуток от а до b
	a < x b
	(a;b]
	 

	 
	 
	 
	 

	открытый справа промежуток от а до b
	a x < b
	[a;b)
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	числовой луч от а до + 
	a 
	x
	[a;∞)
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	открытый числовой луч от а до + 
	a <
	x
	(a; ∞)
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	числовой луч от – до а
	x 
	a
	(– ∞; a]
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	открытый числовой луч от – до а
	x <
	a
	(– ∞; a)
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	окрестность точки а
	| x – a |
	< 
	(a – ; а +)
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 



13.3Понятие функции.

Два понятия, если не считать понятия числа, лежат в основе дифференциального и интегрального исчисления и вместе с тем в основе всего математического анализа: понятие функции и понятие предела. Хотя эти понятия встречались иногда уже в классической древности, но только в современной математике они приняли характерную для них форму и приобрели основополагающее значение.

Выяснением понятия функции мы обязаны новейшему времени. Для принципиальной формулировки этого понятия рассмотрим сначала несколько примеров:

а) Если в сосуде находится сжатый поршнем идеальный газ, температура которого поддерживается постоянной, то между давлением P и объемом V существует зависимость PV = С, где С – некоторая постоянная. Этот закон Бойля-Мариотта ничего не утверждает о величинах V и P самих по себе и означает только следующее: если P имеет определенную величину, которая в некотором интервале может быть выбрана произвольно (этот интервал определяется физически, а не математически), то на основании этого закона

	можно вычислить V:
	и наоборот –
	.



б) Если металлический стержень, имеющий при температуре 0 длину 0 ,
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нагреть до температуры T , то при простейших физических допущениях длина стержня  выражается законом: 0(1 β T ) , где «коэффициент линейного

расширения» является постоянной величиной. Мы говорим опять: является функцией Т.

Пусть X — некоторое числовое множество. На множестве X определена числовая функция, если каждому элементу множества X поставлено в соответствие действительное число. Множество X, называется при этом областью определении функции. Произвольный элемент области определения обычно обозначается буквой х и называется аргументом функции или независимой переменной. Выражение «аргумент х пробегает множество X» понимается в том смысле, что вместо х может быть взято любое число из области определения функции.

Обычно закон соответствия обозначается некоторой буквой, например f, и

			
	говорится, что на множестве X определена функция f или
	. Употребляется

	также запись функции в виде
	, здесь х означает аргумент, у – соответ-



ствующее ему значение функции, f закон соответствия. Иногда говорят, что функция f ставит в соответствие (сопоставляет) значению аргумента х значение функции у.

Разумеется, вместо букв х, f, у можно взять другие буквы, например,

				
	функция может быть записана в виде
	или
	 

	Если число а принадлежит области определения функции f (
	, то

	говорят, что функция f определена в точке a.
	Для того чтобы
	указать

	значение функции в фиксированной точке а,
	используется такая запись: f(а),

	у (a),
	. Вот, например, значения функции у = 2х + 1 в некоторых



точках: у(0)=1, у (1/2) = 2, у(3/4) = 5/2, у(1) = 3.

Множество всех значений функции f(х), когда аргумент х пробегает область определения функции, называется множеством значений функции f . Например, множество значений функции у = 2х + 1 для х [0; 1] – отрезок

[1; 3] ( .

Множество значений функции является подмножеством множества действительных чисел R. Поэтому иногда говорят, что функция есть отображение

одного подмножества (области определения – D(f)) на другое подмножество (множество значений – E(f)) множества действительных чисел.

13.4 Способы задания функции.

Аналитический способ.

Часто функцию задают формулой, указывающей последовательность математических операций, которые надо выполнить над аргументом, чтобы получить ее значение. При этом ничего не говорится об области определения. В этом случае считается, что функция определена на множестве тех значений
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аргумента, для которых указанные формулой действия выполнимы. Множество всех таких значений аргумента называется естественной областью определения функции, заданной формулой, или областью допустимых значений аргумента.

	Естественная область определения
	функции
	заданной
	формулой

	обычно обозначается
	. В случае
	задания функции
	формулой



возникает задача нахождения области определения (имеется в виду естественной области определения) функции.

	П 1. Найти область определения функции y 
	 
	x 1
	 
	.

	 

	 
	 
	2 x



Действия, указанные этой формулой, выполнимы для тех значений аргумента

	х, для которых подкоренное выражение неотрицательно, т. е.
	D(y) :
	x 1
	0 .

	 

	 
	 
	 
	 
	x 1 2 x 0
	x 1 x 2 0
	 
	2 x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решая это неравенство 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2 x 0
	 
	x 2
	 
	 
	 

	 
	x 1 x 2 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	находим, что оно справедливо лишь на

	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	промежутке x [ 1; 2) , т.е.
	D(y) : x [ 1; 2) .
	 
	 
	 

	 
	 
	Функция может быть задана и уравнением вида
	 
	 
	 

	(1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Если существует такая функция
	 
	, что
	, то уравнение (1)

	определяет функцию заданную неявно.
	 
	 
	 

	П 2. Очевидно, выражение
	 
	 
	неявно задает две функции
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Пусть
	, а
	 
	, тогда функция y F( f (x)) называется

	сложной функцией или суперпозицией двух функций F и f .
	 
	 
	 

	П 3. Так функция
	 
	является суперпозицией функций
	и

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Графический способ

Кразумному ограничению, которое только и делает общее понятие функции действительно применимым, приводит нас связь с геометрией. Ведь основная мысль аналитической геометрии заключается в том, чтобы аналитически характеризовать геометрически заданную кривую, рассматривая

одну из обеих прямоугольных координат, например у, как функцию y = f(x) от

	другой координаты х; например, парабола выражается функцией
	,

	окружность радиуса 1 с центром в начале координат – двумя функциями
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	и
	 
	 
	. В первом
	примере мы можем себе представить

	функцию определенную в бесконечном интервале
	, во втором же

	оказывается необходимым ограничиться интервалом
	,так как вне

	этого интервала
	функция (в области
	действительных чисел) теряет свой

	смысл.
	 
	 
	 
	 
	 



Обратно, если мы будем исходить не от геометрически заданной кривой, а, напротив, будем рассматривать функцию как первично заданную, то функциональную зависимость величины у от величины х можно изобразить графически, пользуясь для этого прямоугольной системой координат.

Проведя в конце каждой абсциссы х соответствующую ординату , мы получим в качестве геометрического образа функции кривую. Ограничение, которое мы налагаем на понятие функции, заключается в том, чтобы этот геометрический образ представлял собой доступную наглядному представлению кривую.

В связи с графическим изображением функций при помощи кривых необходимо отметить один пункт, часто доставляющий начинающему известные трудности.

Закон, который относит переменной х функцию у, должен устанавливать это соответствие однозначным образом, если только не сказано совершенно определенно и не вытекает из общей связи прямо противоположное. Примеры однозначного соответствия представляют функции или . Но если мы исходим из кривой, заданной геометрически, то может случиться, как, например, у окружности , что весь график кривой не может быть описан одной-единственной (однозначной) функцией, и для этого потребуется

												
	несколько функций.
	В случае
	окружности это две
	функции
	 
	 
	,

	 
	 
	. То же самое относится к гиперболе
	 
	, ход которой

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	описывается двумя
	функциями
	,
	. Такие
	кривые



определяют соответствующие функции неоднозначно. Поэтому функции, соответствующие такой кривой, часто объединяют термином многозначная функция. Отдельные функции, представляющие эту кривую, называют тогда однозначными ветвями, принадлежащими кривой (однозначными ветвями многозначной функции). Для ясности в дальнейшем мы под словом «функция» всегда будем понимать однозначную функцию.

Если кривая является графиком одной функции, то она пересекает всякую прямую, параллельную оси у, не более чем в одной точке, так как каждому значению х из интервала, в котором функция определена, соответствует в точности одно значение у. Если же кривая является графиком многозначной функции, состоящей из нескольких однозначных ветвей, то прямые, параллельные оси у, могут ее пересекать более чем в одной точке. Так,

окружность, представляемая двумя функциями и пересекает такие параллели оси у в интервале — 1 < х < 1 в двух точках.
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Части кривой, принадлежащие различным однозначным ветвям функции, могут быть при этом связанными одна с другой, образуя вместе единую линию, которую можно описать одним очерком пера, как у окружности (ср. рис. 1);

	y
	y

	 



	0 x
	х
	x

	 
	 



	Рис. 1.
	Рис. 2.



но может также случиться, что различные ветви совершенно отделены друг от друга, как у гиперболы (ср. рис. 2).

Табличный способ.

Для некоторых значений переменной x указываются соответствующие значения переменной y. Примерами такого способа заданий являются таблицы значений тригонометрических функций, таблицы, представляющие собой зависимость между измеряемыми величинами и др.

	х
	х1
	х2
	x3
	…
	xn

	у
	у1
	у2
	у3
	…
	уn

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Замечание. Для работы на ЭВМ функцию задают алгоритмическим способом.

13.5Непрерывность. Монотонные функции. Обратная функция.

Только что рассмотренные функции и их графики обладают одним свойством, имеющим очень большое значение при исследовании функций, а именно свойством непрерывности. Это понятие мы впоследствии проанализируем более подробно. Наглядно оно выражается так: малое изменение независимой переменной х вызывает лишь малое изменение функции у, значение которой не делает внезапных скачков, т. е. график функции нигде не разрывается.

Напомним некоторые элементы поведения функций. Функция y = f(x), обладающая тем свойством, что в некотором интервале большему значению х всегда соответствует большее значение у, называется монотонно возрастающей в этом интервале. Коротко это записывается так:

	 
	.
	Если же
	большему значению х всегда

	соответствует меньшее
	значение
	у, то
	функция называется монотонно

	убывающей в этом интервале (
	 
	 

	.
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Функция называется ограниченной на некотором интервале, если существует конечное, положительное число М, такое, что для любых значений х

	из этого интервала
	(
	 
	 
	 
	В

	противном случае функция называется неограниченной.
	 
	 
	 

	П 4. Функция
	 
	является ограниченной на всей числовой оси, т.к.

	согласно определения
	 
	для
	.
	 
	 
	 

	Очевидно, одна и та же функция может быть как ограниченнойЮ так и не

	ограниченной.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	П 5. Функция
	 
	является ограниченной при
	, т.к.
	 
	при

	 
	 

	и неограниченной для
	.
	 
	 
	 



Графики монотонных функций в соответствующем интервале (слева направо) либо постоянно поднимаются, либо постоянно опускаются

Если график функции симметричен относительно оси у, т. е. если значению х= – а соответствует то же значение функции, что и значению х =

	а, или, что то же самое, если
	то функция называется четной.

	Такова, например, функция
	 



Если же график симметричен относительно начала координат, т. е. если ,то функция называется нечетной. Например, функции

	и
	(рис. 6) являются нечетными:



Уже на нашем первом примере было видно, что формальную зависимость между двумя величинами можно толковать двояко: можно с равным правом
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рассматривать либо первую величину как функцию второй, либо вторую величину как функцию первой.

				
	Например, если
	(предполагается, что а ≠ 0), то х как

	функция от у выражается равенством
	 
	.Точно так же функциональную

	 



зависимость между у и х, выражаемую уравнением у = х2, можно представить

	уравнением
	 
	 
	 
	так что функция
	равносильна двум функциям

	 
	 
	и
	 
	Совершенно так же можно для любой функции

	 
	 
	 



пытаться выразить х как функцию от у или, как мы будем говорить, заменить

	функцию
	обратной функцией
	 
	 

	Очевидно,
	что функции
	и
	геометрически



представляются одной и той же кривой. Однако, если мы обратную функцию запишем в стандартном виде , то геометрически эта функция представляется кривой, симметрично отраженной от биссектрисы угла между положительной осью Ох и положительной осью Оу кривой

Уже из этого геометрического рассуждения сразу видно, что функция y = f(x), определенная в некотором интервале, имеет однозначную обратную функцию лишь при выполнении некоторых условий. Если график функции пересекается прямой у = с, параллельной оси х, более чем в одной точке, то значению y= c соответствует более одного значения х, так что функция y = f(x) в указанном выше интервале не может иметь однозначной обратной функции. Этого не будет, если функция y = f(x) непрерывна и монотонна. В этом случае,

			
	каждому значению у из интервала
	соответствует точно одно значение

	х из интервала
	. Из этого рисунка мы заключаем, что всякая функция,



монотонная и непрерывная в некотором интервале, имеет в этом интервале однозначную обратную функцию, и эта обратная функция тоже монотонна и непрерывна.

Приложение 1. Элементарные функции.

	1. Степенная функция:
	,

	1.1 Квадратическая парабола
	,
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