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Введение

Радиоинженеру традиционно приходится иметь дело с сигналами. С математической точки зрения сигнал представляет собой временную функцию. Поэтому для успешной обработки сигнала необходимо понять, что такое сигнал; какие у него могут быть математические характеристики; что значит, что два сигнала близки друг к другу; как понять «расстояние» между сигналами. Для того чтобы найти связь между указанными характеристиками, а также выяснить границы их применимости, необходимо освоить ряд вспомогательных математических понятий и методов исследования, которые не входят в классический курс «Высшая математика». Поэтому на кафедре Высшей математики

	разработан курс «Специальные математические методы и функции», относя-

	щийся к разделу «Специальные главы высшей математики»
	fo

	Данное учебное пособие предназначено для студентовiзаочнойnформы

	обучения специальностей «Многоканальные системы коммуникаций.
	» и «Сис-



P темы радиосвязи, радиовещания и телевидения». LВ нем содержится условие

контрольной работы и теоретические сведения, необходимые для ее успешного выполнения. В пособии также подробно разобрано решение задач, относящихся

к тому же классу, что и задачи контрольной работы. Так, задачи 1 и 3 контрольной работы рассмотрены соответственно в разделах 3.2 и 7, а задачи 2 и 4

	– в разделе 6.4.
	 
	 
	E

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	UDH

	 
	 
	 
	T

	 
	 
	S
	 

	.
	 
	 

	 
	www
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§1. Линейные, метрические и гильбертовы пространства

1.1.Линейное пространство

Определение 1.1. Линейным (или векторным) пространством L называется всякая совокупность объектов (элементов)

L = {x, y,..., z,...,u,...},

условно называемых векторами, над которым определены две операции –

	 
	 
	 
	сложения Å: "
	x
	,
	 
	 
	y
	Î L
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Å
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	Î L
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	y
	z
	 
	 
	 
	i

	и
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	умножения на число Ä: 
	x
	L , λ P (P – некоторое числовое полеfo)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	l Ä
	 
	 
	=
	 
	 
	Î L
	,
	 
	 
	 
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	u
	 
	P

	подчиняющиеся следующим аксиомам:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1º.
	 
	 
	 
	 
	x Å y = y Å x ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2º.
	 
	 
	 
	(
	 
	Å
	 
	 
	)Å
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	Å (
	 
	 
	 
	Å
	 
	 
	 
	 
	 
	);
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	y
	z
	x
	 
	y
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3º.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 

	 
	 
	 
	существует нуль-вектор: x Å 0 = x для любого x Î L
	 
	 

	4º.
	 
	 
	 
	для каждого вектора
	 
	 
	 
	существует противоположный
	 
	' такой, что

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x

	 
	 
	 
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	UDH
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x Å x'=
	0 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5º.
	 
	 
	 
	1Ä
	 
	=
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6º.
	 
	 
	 
	(a + b) Ä
	 
	 
	 
	 
	= a Ä
	 
	 
	Åb Ä
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	7º.
	 
	 
	 
	α Ä (
	 
	+
	 
	 
	) = α Ä
	 
	Å α Ä
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	y
	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8º.
	 
	 
	 
	α Ä (β Ä
	 
	) = (αβ ) Ä
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



тельным или комплекснымSTлинейным пространством.

Если в качестве поля P выступает множество вещественных чисел R или множество комплексных чисел C, то L называется соответственно действи-

Из аксиом.1º и 2 следует, что сложение векторов коммутативно и ассоциативно, а из аксиом 3º и 4º вытекает существование обратной операции к сложе-

wwwнию – операции вычитания векторов: x - y = x Å y . Аксиомы умножения век-

тора на число показывают, что:

а) число 1 играет роль единицы также и при этом умножении (5º); б) выполняется распределительный закон как относительно сложения чисел

(6º), так и относительно сложения векторов (7º); в) справедлив ассоциативный закон относительно произведения чисел (8º). Заметим, что из аксиом 5º – 8º следует, что

0 Ä x = 0 для "x Î L,

a Ä 0 = 0 для "α Î P, 1× x'= -x

– противоположный элемент к x всегда можно получить, «умножив» x на чис-

ло (-1).
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Примеры линейных пространств

При рассмотрении нижеследующих примеров пº1 - пº11 будем полагать, что

	множество P является множеством действительных
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	чисел.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 

	пº1.
	Все векторы обычного трехмерного
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	O
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	пространства, исходящие из точки O, образуют линейное
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	fo

	пространство L.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº2.
	Все векторы плоскости, исходящие из
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 
	 
	 
	 

	фиксированной точки O плоскости, также образуют
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	линейное пространство L.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº3.
	Все векторы прямой, исходящие из
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	любой точки O прямой, образуют линейное
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	O
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пространство L.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº4.
	Совокупность всех многочленов степени не выше n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	{a0t
	n
	+ a1t
	n−1
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	+ ...+ an−1t + an }
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	образует линейное пространство L относительно обычныхL
	операций сложения

	и умножения на число.
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº5.
	Множество всех решений системы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	ìx + y - z = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	: x = 0 × t, y
	= t, z = t, "t ÎR
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	í
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	îx - y + z = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	образует линейное пространство L.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



введенных операций сложенияUDHи умножения на число, достаточно проверить выполнение аксиом 1º - 8º определения 1.1.

Для того, чтобы показать, что множество L, определенное в каждом из примеров пº1 - пº5, являетсяTлинейным векторным пространством относительно

пº6. Линейным пространством является и множество всех решений {y(x)}

линейного однородного дифференциального уравнения

	L( y(x)) = Y
	(n)
	+ a Y
	(n−1)
	+...+ a Y
	′
	+ a Y = 0.
	(1.1)

	S
	 
	1
	 
	n−1
	 
	n
	 

	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



D Действительно, если Y1 и Y2 – решения (1.1), т.е. L(y1)=0, L(y2)=0, то Y1+Y2, С1Y1, С1Y1+ С2Y2, где С1, С2 – любые вещественные или комплексные

числа, есть снова решения уравнения (1.1) и все аксиомы 1º – 8º выполняются.

	www
	 
	 
	 
	 
	 
	▲

	 
	 
	+
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	пº7. Рассмотрим теперь множество М векто-

	 
	x
	y

	 
	 
	 
	 
	 
	ров трехмерного пространства, исходящих из

	 
	 
	 
	 
	 



πточки 0, концы которых упираются в плоскость

	 
	x
	 
	y
	 
	z
	π, не проходящую через точку 0. Множество М

	 
	0
	 
	 
	 
	уже не будет линейным пространством, так как

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	сумма векторов
	 
	и
	 
	не принадлежит М (конец

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	y



вектора x + y не упирается в плоскость π).
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	пº8. Рассмотрим множество М векторов
	 
	(a1, a2 )
	таких, что a1 > 0, a2 > 0 .

	a



Пусть вектор x = (x1, x2 ) Î M . Тогда x1 > 0, x2 > 0 и вектор x'= (-x1,-x2 ) будет обратным для x . Однако - x1 < 0,-x2 < 0 . Поэтому x' не принадлежит М. Сле-

довательно, множество М не является линейным пространством.

пº9. Непосредственной проверкой аксиом 1º - 8º определения 1.1 несложно

	 
	f (x)
	 
	 
	 
	выяснить, что
	множество
	C[a,b] = { f (x), g(x),...} всех

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	функций, непрерывных на отрезке [a,b] , с обычными

	 
	ψ (x)
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	операциями сложения
	f (x) + ϕ(x) и умножения на число

	a
	 
	x

	 
	 

	 
	b
	α × f (x) образует линейное пространство.
	 
	 

	 
	ϕ(x)
	 
	 
	 
	пº10. Множество всех дифференциалов в точке x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	fo

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	D = {df (x),dϕ(x), }
	 
	n

	образует действительное линейное пространство.
	 
	 
	i
	 

	 
	.
	 

	пº11. Множество всех матриц
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ìæ a ... a
	ö æ b ... b
	ö
	ü
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ïç 11
	1n ÷ ç 11
	1n
	÷
	ï
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	M = íç .....
	 
	÷,ç .....
	÷
	,...ý P
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ïç
	 
	÷ ç
	 
	÷
	ï
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	îèam1... amn ø èbm1... bmn øLþ
	 
	 
	 



размера m x n с обычными операциями сложения матриц и умножения матрицы

	на число образует комплексное линейное пространство.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 

	 
	1.2. Линейная зависимость и независимость системы векторов.

	 
	 
	Базис и размерность линейного пространства
	 

	 
	Пусть L – линейное векторное пространство над полем P.
	 

	 
	Определение 1.2. Вектор
	 
	b L называется линейной комбинацией векто-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	UDH
	из поля Р, что

	ров a1, a2 ,...,am , если найдется такой набор чисел β1, β2 ,..., βm

	справедливо равенствоT
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	= β1€
	 
	1 Å β2 €
	 
	2 Å...Å βm €
	 
	m .
	 

	 
	 
	b
	 

	 
	 
	 
	a
	a
	 

	 
	 
	 
	a
	 

	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	, a2 ,..., am называется линейно зави-

	 
	Определение.1.3. Система векторов a1

	симой, если равенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	β1€a1 Å β2 €a2 Å ... Å βm €am =
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	0
	 

	может быть выполнено хотя бы для
	 
	одного ненулевого
	набора чисел

	(b1,b2,...,bm) ¹ (0, 0,..., 0).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение 1.4. Система векторов a1, a2 ,..., am называется линейно неза-

	висимой, если равенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	www
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	β1
	€a1
	Å β2 €a2 Å ... Å βm €am = 0
	 

	выполняется тогда и только тогда, когда
	β1 = β2 = ... = βm = 0.
	 



пº12. Исследовать на линейную зависимость векторы а) a = (2,1,0,0),b = (-5,0,3,1),c = (3,4,3,0), d = (1,1,1,0);
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		б)
	 
	= (2,−1,0,3),
	 
	 
	 
	 
	= (3,2,−1,5),
	 
	 
	= (8,2,0,1),
	 
	 
	= (10,1,0,4).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		a
	b
	c
	d
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Образуют ли указанные векторы базис пространства R 4 ?
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		D Ясно, что векторы
	 
	 
	,
	 
	,
	 
	,
	 
	 
	 
	принадлежат пространству R 4 . Исследуем их

		a
	b
	c

		d

		на линейную зависимость. Для этого составим матрицу А, строками которой

		являются векторы
	 
	,
	 
	,
	 
	 
	,
	 
	, и найдем ее определитель:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		a
	b
	c
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		d
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		а)
	1
	1
	1
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	fo

		 
	 
	 
	 
	 
	2
	1
	0
	0
	 
	 
	 
	 
	раскладываем
	по
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	- 5
	0
	3
	 
	2
	1
	0
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		det A =
	- 5
	0
	3
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= -0 ×
	3
	4
	3
	+ 1×
	3
	4
	3
	-

		 
	 
	 
	 
	 
	3
	4
	3
	0
	 
	 
	 
	четвертому
	столбцу
	 
	 
	 
	1
	1
	1
	 
	1
	1
	1
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	2
	1
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	1
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	1
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	используем
	правилоin
	 
	 
	 
	 

		- 0 ×
	- 5
	0
	3
	+ 0 ×
	- 5
	0
	 
	3
	=
	 
	3
	4
	3
	=
	треугольника
	для
	 
	 
	=
	 
	 

		 
	1
	1
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	4
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L
	определителя
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	нахождения
	 
	 
	 
	 

		= 2 × 4 ×1 + 3 ×1×
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		0 + 1× 3 ×1 -1× 3 × 0 - 2 ×1× 3 - 3 ×1×
	1 = 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Так как det A ¹ 0 , то векторы a,b, c , d линейно независимы и образуют базис

впространстве R 4 . б)

	 
	 
	 
	2
	 
	-1
	0
	3
	 
	 
	 
	раскладываем
	по
	 
	 
	 
	2
	-1
	3
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	det A =
	 
	3
	2
	 
	-1
	5
	 
	 
	=
	 
	 
	=
	 
	=
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	8
	2
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	8
	2
	 
	0
	1
	 
	 
	 
	 
	третьему столбцу
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	10
	1
	0
	4
	 
	T
	UDH
	 
	10
	1
	4
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	используем
	 
	правило
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	=
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 2×4× 2 + 8×1×3 -1×1×10 - 2×3×10 - 2×1×1+ 8×1×4 = 0.

	треугольника
	для
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	нахождения
	определителя
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	www
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Так как det A = 0, то векторы a,b, c ,
	d
	являются линейно зависимыми и поэтому

	не образуют базис пространства R 4 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	▲

	 
	Определение 1.5. Линейное пространство L
	называется
	n -мерным, если в

	нем существует линейно независимая система векторов e1,
	e2, ...,en
	такая, что

	всякий вектор
	 
	пространства L представляется в виде
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	линейной
	 
	комбинации
	из векторов
	e1, e2, ...,en .
	Тогда
	система
	векторов

	{e1, e2, ...,en } называется базисом, числа x1, x2, ..., xn
	– координатами вектора
	 
	 

	x

	в этом базисе, а само пространство обозначается Ln .
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Рассмотрим примеры линейных пространств еще раз и выделим в каждом пространстве L базисные элементы.

пº1. В трехмерном пространстве в декартовой системе координат базис – это

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	z
	 
	 
	 
	 
	векторы i, j, k . Тогда, как известно, всякий вектор
	 
	пред-

	 
	 
	x
	 
	 
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y ставляется следующим образом:
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= x1
	 
	+ x2
	 
	+ x3
	 
	.
	 

	 
	 
	 
	j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	i
	j
	k

	 
	k
	i
	x
	fo

	0
	 
	 
	Числа x1, x2 , x3 – координаты вектора
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x в этом базисе.



	 
	 
	пº2. На плоскости векторы i и
	j
	являются базисными. Тогда для любого век-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	тора
	x справедливо представление x = x1i + x2 j .

	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	j
	 
	 
	 
	i
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	пº3. На прямой линии есть только одинiбазисный век-

	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	тор
	 
	 
	. При этом любой вектор
	 
	можно записать так:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L

	0
	i
	 
	 
	 
	 
	= x1
	 
	.

	 
	 
	 
	x
	i
	 
	 
	 
	E

	 
	 
	пº4.
	В
	 
	 
	качестве
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	базисных можно взять Pнабор многочленов



B = {x n , x n−1 ,..., x,1}.Тогда любой многочлен P(x) представляет собой линейную комбинацию элементов множества В:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P(x) = a xn + a xn−1 +...+ a
	n−1
	x + a ×1
	,
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	Коэффициенты (a0 ,a1,...,an−1,an )
	являются координатами многочлена P(x) в ба-

	зисе В.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº5. Если
	 
	(0,1,1)
	– одно базисное решение, тогда всякое другое будет иметь

	e

	вид: t ×
	 
	= (0,t,t),
	"t Î R .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº6. Рассмотрим конкретный пример:
	L(y) = y′′′ − 4y′ = 0 . Всякое решение этого

	дифференциального уравнения имеет вид y = C ×1+ C
	2
	×e2x
	+ C ×e−2x и представляет

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	UDH
	= e2x , y = e−2x ,
	отыскиваемых по

	собой комбинацию частных решений
	y
	=1, y

	методу Эйлера
	 
	 
	T
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	M = {(a
	 
	),...}, i =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	пº7. Для множества матриц
	 
	 
	, j =
	 
	,
	базисными будут

	ij
	1, m
	1, n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	матрицы
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	æ1 0K 0
	ö
	æ0
	 
	 
	0K0
	ö
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	æ0 0K 0 ö

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ç
	 
	 
	 
	÷
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ç
	 
	 
	÷
	çKKK K÷
	 
	 
	 
	 
	ç
	 
	÷

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ç0 0K 0
	÷
	ç
	 
	 
	 
	÷
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ç0 0K 0 ÷

	 
	 
	 
	E11 = ç
	 
	 
	÷,..., Eij = içK 1KK÷,..., Emn
	= ç
	 
	÷.

	www
	çKKK K÷
	çKKK K÷
	 
	 
	 
	 
	 
	çKKK K÷

	ç
	 
	0K 0
	÷
	 
	 
	 
	 
	ç
	 
	÷

	è0
	 
	ø
	ç
	 
	 
	0K0
	÷
	 
	 
	 
	 
	 
	è0
	0K1 ø

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	è0
	 
	 
	ø
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	В матрице Eij
	единица стоит на пересечении i-й строки и j-го столбца, а все

	остальные элементы – нули. Тогда любая матрица (aij )
	 
	представляется в виде

	суммы:
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(aij ) = a11E11 +...+ aij Eij +...+ amn Emn .

Для линейных пространств, рассмотренных в примерах пº9 и пº10, базис будет найден несколько позднее.

Определение 1.6. Линейное пространство L называется бесконечномерным, если в нем существуют системы из любого числа линейно независимых векторов.

Обозначать такое пространство будем так: L = L∞ .

пº13. Множество всех аналитических (бесконечное число раз дифференци-

	руемых) функций
	L = C∞ = {f (x),ϕ(x),...} образует бесконечномерное линей-

	ное пространство.
	В качестве базиса в нем
	 
	 
	n

	можно взять набор простейших

	многочленов {1, x, x2,...,xn ,... .
	 
	i
	fo

	 
	.

	Из примера пº13 легко следует, что в качестве базиса множества D из пº10

	можно взять множество {d(1), dx, dx2 ,..., dxn ,...}.
	P
	 
	 

	 
	 
	 

	пº14. Пусть L = {ϕ(x), f (x),...} – множество всех кусочно-непрерывных и ку-



	сочно-монотонных функций на отрезке [−π ,π ] с точками разрыва первого ро-

	да. Из теории рядов Фурье известно, что набор функций

	 
	 
	 
	{1, cos x,sin x, cos 2x, sin 2x,...,cos nx, sinLnx,...}, n N

	 
	 
	 
	 
	UDHn
	 

	 
	 
	 
	( N – множество натуральных чисел),

	образует базис пространства L, а любую функциюEf (x) L можно представить

	рядом Фурье
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 

	 
	 
	 
	f (x) =
	 
	 
	 
	 
	+ å(an cos nx
	+ bn sin nx),

	 
	 
	 
	 
	2
	 
	n=1
	 

	где an =
	1
	π
	T
	 
	1 π
	 

	 
	ò
	 
	 
	 
	ò f (x) sin nxdx , n N .

	π
	f (x) cos nxdx , bn =
	π

	 
	−π
	S
	 
	 
	−π
	размерности n имеют одинако-

	Замечание 1. Все линейные пространства L



вые свойства. Поэтому достаточно изучить свойства арифметического линей-

	ного пространства An , элементы которого представляют собой упорядоченный

	набор n
	вещественных чисел:
	 
	 
	 

	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	An
	= {x(x1, x2 ,..., xn ) | xi R}.



wwwВекторы e1 = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,0,...,0,1) образуют базис про-

странства An .

Замечание 2. В обычном трехмерном векторном пространстве R3 мы вводи- ли операцию скалярного произведения двух векторов. Как известно, в декарто-

вой системе координат скалярное произведение векторов a(ax , a y , az ) и b(bx , by , bz ) может быть найдено по формуле:

(a,b) = axbx + a y by + az bz =| a || b | cos(a,b) .

С помощью скалярного произведения для каждого вектора a естественным образом находится длина
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странства на случай любого линейного пространства L .
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| a |= (a, a) = ax2 + a2y + az2

и для любых векторов a и b легко определяется угол ϕ между ними:

j = arccos (a, b) . | a || b |

Пространство R3 и операция скалярного произведения в этом пространстве были известны еще во времена Евклида, который жил в IV веке до нашейfoэры.

Поэтому R3 с введенной операцией скалярного произведения называется евк-

лидовым пространством и обозначается E3 . Обобщим понятие евклидоваn про-

.i Определение 1.7. Действительное линейное пространство L называется евк-

	число (
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	) так, что "
	 
	 
	,
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	Î L и α R выполняютсяPаксиомы:
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	x
	y
	x1
	x2
	 
	 
	 
	 
	 

	1º. (
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	) = (
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	);
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	 
	y
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2º. (
	 
	 
	Å
	 
	 
	 
	,
	 
	) = (
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	) + (
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	);
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 

	x1
	x2
	y
	x1
	y
	x2
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	3º. (α Ä x, y) = α(x, y) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4º. (
	 
	,
	 
	) =
	 
	2 ³ 0, (
	 
	 
	,
	 
	) = 0 Û
	 
	 
	 
	= 0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	x
	x
	x
	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Число (
	 
	,
	 
	) называется скалярным произведением векторов
	 
	и
	 
	,
	(
	 
	,
	 
	) –

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	x
	y
	x
	x

	скалярным квадратом вектора
	 
	 
	 
	(пишут
	 
	 
	 
	 
	 
	2 ). Введенная операция называется

	x
	 
	x

	скалярным умножением векторов
	 
	 
	и
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	 
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Аксиома 1º требует, чтобыUDHскалярное произведение было коммутативно, т.е.

	не зависело от порядка сомножителей. Аксиомы 2º и 3º указывают на
	линей-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	T
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ность этой операции по каждому аргументу.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	С помощью скалярного произведения в евклидовом пространстве по анало-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	гии с трехмерным.евклидовым пространством E3 определяются следующие

	понятия:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1) норма вектора
	 
	(норма является аналогом длины вектора в обычном про-

	x

	странстве R3 ):
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= (
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2) угол между векторами
	 
	 
	и
	 
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	www
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos(x, y) =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



лидовым, если каждой паре векторов x и y из L сопоставляется вещественное

3) расстояние между векторами x и y :

r(x, y) = x - y = (x - y, x - y) .
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Пройдемся теперь по некоторым примерам рассмотренных ранее линейных пространств L и посмотрим, как в каждом из них вводится скалярное произведение, превращающее L в евклидово пространство E соответствующей размерности.

пº1. В R3 скалярное произведение обычное: (x, y) = x1y1 + x2 y2 + x3y3 . пº2. На плоскости R 2 скалярное произведение можно определить так:

(x, y) = x1 y1 + x2 y2 .

пº3. На прямой R1 операция скалярного произведения вводится следующим

	образом:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	) = x1y1.
	 
	 
	 
	 
	 
	fo

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(
	x
	,
	y
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	пº4. В арифметическом пространстве An с базисом
	 

	{
	 
	(1,0,...,0),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(0,1,0,...,0),...,
	 
	 
	(0,0,...,0,1)}
	 
	n

	e
	e
	e
	 

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	i
	 
	 
	 

	для векторов
	 
	(x1, x2 ,..., xn ) и
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( y1, y2,..., yn) естественно
	ввести
	скалярное

	x
	 
	 
	 
	y

	произведение по формуле
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(x, y) = x1y1 + x2 y2 +
	... + xn yn . P
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	пº9. Скалярное произведение двух непрерывных на отрезке [a,b] функций

	f (x) и ϕ(x) вычисляется по формуле
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	UDH
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( f (x), ϕ(x)) = ò f (x)ϕ(x) dx .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Иногда скалярное произведение в пространстве непрерывных на отрезке

	[a,b] функций задают в более общем виде:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( f (x),ϕ(x)) = ò ρ(x) f (x)ϕ(x) dx ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	где ρ(x) > 0, x [a, b], – весовая функция.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Отметим некоторыеTудивительные свойства евклидова пространства.
	 
	 
	 

	 
	 
	1) В евклидовом пространстве есть «ортогональные» векторы.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Определение 1S8 Говорят, что «вектор»
	 
	 
	 
	 
	 
	ортогонален «вектору»
	 
	, если

	x
	y

	их скалярное произведение равно нулю:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(
	 
	,
	 
	 
	 
	) = 0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2) В евклидовом пространстве
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	есть особый
	ортонормированный базис

	{
	 
	*,
	 
	*,...,
	 
	*,...} такой, что
	все
	 
	 
	 
	 
	векторы
	этого
	базиса имеют
	единичную

	e1
	e2
	en

	«норму»
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 =
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	= ... =
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	= ...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e1
	e2
	en
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	и
	www
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	взаимно ортогональны друг
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	к другу:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



(ei *, e j *) = 0 , если i ¹ j .
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базисов {i*, j*} существует бесконечно много.
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	Заметим, что ортонормированных базисов существует
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	бесконечно много. Даже в двумерной плоскости E2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	с базисом {
	 
	,
	 
	} всякий другой базис {
	 
	*,
	 
	*} получается
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*

	i
	j
	i
	j
	 
	 
	j
	i

	из исходного поворотом плоскости E2
	 
	*
	 
	 
	 

	j
	ϕ

	вокруг точки О на угол ϕ . А так как
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	i

	угол ϕ меняется в пределах (0,2p), то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	 
	1.4. Метрические пространства
	 
	 

	Пусть M ={x, y,...}
	– произвольное непустое множество (не обязательноfo,

	чтобы его элементы
	x, y ,… образовывали линейное пространство). Говорят,

	 
	 
	 
	 
	n

	 
	 
	 
	i

	что на множестве M определена структура метрического пространства, если

	для любых элементов
	 
	 
	.

	x , y M задана функция r(x, y), удовлетворяющая сле-

	дующим аксиомам:
	 
	P
	 

	1º. ρ(x, y) ³ 0 , ρ(x, y) = 0 Û x = y ;
	 

	L
	 
	 

	2º. r(x, y) = r(y, x) (аксиома симметрии);
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	3º. r(x, y) £ r(x, z) + r(z, y) (неравенство треугольника).
	 
	 

	Функция r(x, y) называется метрической, аEчисло r(x, y) называется метри-

	кой или расстоянием между x и y .
	 
	 
	 



множество, а ρ – метрическая функция на нем.

	Метрическое
	пространство символически записывается (M , r) , где M –

	1 2
	n
	UDH
	 
	 



пº1. Мы пока встречались только с одним примером метрического простран-

	ства – евклидовым пространством En . Если в En
	 
	взять векторы x(x1, x2,...,xn)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	S
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	и y( y , y ,..., y
	) , то расстояние между ними определяется по формуле
	 
	 

	.
	 
	 
	T
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	− y )2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	)2 + ... + (x
	 
	 
	 
	)2 .

	 
	 
	 
	 
	ρ(
	 
	 
	 
	) =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ (x
	 
	− y
	 
	 
	− y
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	,
	 
	(
	 
	−
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	(x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	x
	y
	y
	x
	y − x) =
	2
	2
	n
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Заметим, что
	в пространстве
	En
	 
	для
	любых
	векторов
	 
	(x1, x2,...,xn) и

	 
	x

	 
	 
	( y1, y2 ,..., yn ) справедливо неравенство Коши-Буняковского:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	æ
	n
	öæ
	n
	 
	 
	ö
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	åxi yi £
	çç
	åxi2
	÷÷çç
	å yi2 ÷÷ .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i=1
	 
	è i=1
	øè i=1
	 
	ø
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Отметим также, что евклидова метрика предполагает трудоемкие вычисле-



ния. Поэтому были найдены иные приемлемые формулы для ρ(x, y). В частно-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	сти, для конечномерных линейных пространств Ln расстояние между
	x
	и y

	www
	 
	 
	 
	 

	можно ввести так:
	 
	 
	 
	 

	пº2. r2(
	 
	,
	 
	) = max | xi - yi | – метрика Чебышёва;
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1≤i≤n
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      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

