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Глава 1

Определенный интеграл

1.1Определение интеграла Римана

Назовем разбиением отрезка [a, b] (a < b) множество точек xk, k = 0, 1, . . . , n, таких, что a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b, и будем обозначать его τ = {xk}nk=0. Каждый из отрезков [xk−1, xk], k = 1, . . . , n, назовем отрезком разбиения τ и его длину |xk − xk−1| обозначим xk. Величину d(τ) = max xk, k = 1, . . . , n, назовем диаметром разбиения τ (или мелкостью разбиения τ). Множество всех разбиений отрезка [a, b] обозначим символом N[a, b].

Пусть определена функция f : [a, b] −→ R, а τ = {xk}nk=0 — некоторое разбиение отрезка [a, b]. Выберем произвольным образом точки

ξk [xk−1, xk], k = 1, . . . , n, и назовем совокупность ξ = (ξ1, . . . , ξn) выборкой, построенной по разбиению τ. Через (τ, ξ) обозначим разбиение τ с выборкой ξ. Составим сумму

	n
	 

	kX
	 

	Sf (τ, ξ) = f(ξk)Δxk,
	(1.1)

	=1
	 



которую будем называть интегральной суммой (суммой Римана) функции f, составленной по разбиению τ отрезка [a, b] и выборке ξ.

Определение 1.1. Число I(f) называется пределом интегральных сумм Sf (τ, ξ) при d(τ) → 0, если для любого числа ε > 0 существует такое число δ = δ(ε) > 0, что для любого разбиения τ отрезка [a, b], диаметр которого d(τ) < δ, и для любой выборки ξ выполняется нера-

	венство |
	Sf
	τ, ξ
	) −
	I
	f
	)|
	< ε
	. В этом случае пишут
	I
	f
	lim
	0
	Sf
	τ, ξ
	)

	 
	(
	(
	 
	 
	(
	 
	) = d(τ)
	→
	(
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



или Sf (τ, ξ) → I(f) при d(τ) → 0, имея в виду, что предел не зависит от ξ.

C помощью символов определение 1.1 можно записать так:

	I(f) = lim Sf (τ, ξ)
	 
	ε > 0,
	 
	δ = δ(ε) > 0 :

	d(τ) 0
	 
	 

	→
	 
	 
	 
	 



|Sf (τ, ξ) − I(f)| < ε, τ N[a, b], d(τ) < δ, ξ.
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Определение 1.2. Функция f : [a, b] → R называется интегрируемой (по Риману) на отрезке [a, b], если существует предел

lim Sf (τ, ξ) = I(f) R,

d(τ)→0

число I(f) называется определенным интегралом от функции f на отрезке [a, b] (или интегралом Римана) и обозначается

Zb

I(f) = f(x)dx,

a

при этом x называют переменной интегрирования, a — нижним, b

— верхним пределом интегрирования, f(x) — подынтегральной функцией, f(x)dx — подынтегральным выражением. Таким образом, по определению

Zb

f(x)dx = lim Sf (τ, ξ)

ad(τ)→0

Из определений следует, что интегрируемость функции f на отрезке [a, b] и величина интеграла Римана от нее не зависят от имени (обозначения) переменной интегрирования.

Множество всех функций, интегрируемых по Риману на отрезке [a, b] будем далее обозначать через R[a,b].

Выясним геометрический смысл интегральной суммы. Будем считать, что функция f : [a, b] → R непрерывна и неотрицательна на [a, b]. Криволинейной трапецией обычно называют плоское множество, ограниченное графиком f функции f, отрезком [a, b] оси OX и, быть может, прямыми x = a и x = b. Такую криволинейную трапецию будем далее обозначать через Gf [a, b]. Аналитически, область Gf [a, b] можно опиcать так:

Gf [a, b] = {(x, y) R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

Пусть τ = {xk}nk=1 — некоторое разбиение отрезка [a, b], ξ = (ξ1, . . . , ξn)

— некоторая выборка из разбиения τ. Построим прямоугольники

Πk = [xk−1, xk] × [0, f(ξk)], k = 1, . . . , n,

					
	площади которых равны числу f(ξk) xk. Множество
	n
	Πk
	является

	k=1

	некоторым многоугольником (ступенчатой·
	областью), стороныS
	которого



параллельны одной из осей координат, и его площадь совпадает с интегральной суммой (1.1), соответствующей разбиению τ и выборке ξ.

Несколько позже будет введено понятие площади множества на плоскости и установлено, что при наложенных на f ограничениях, площадь криволинейной трапеции Gf [a, b] равна I(f) — определенному интегралу от функции f по отрезку [a, b], то есть равна пределу площадей введенных ступенчатых областей.
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Покажем, что множество R[a,b] не является пустым.

Пример 1.1. Функция f(x) ≡ c (c R), x [a, b], интегрируема по Риману на отрезке [a, b], то есть принадлежит множеству R[a,b].

Для любого разбиения τ = {xk}nk=0 N[a, b] и любой выборки ξ

	n
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	n

	X
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	kX

	Sf (τ, ξ) =
	f(ξk) xk =
	 
	c xk = c
	xk = c(b − a).

	k=1
	 
	 
	 
	k=1
	 
	 
	 
	 
	=1

	Значит, существует
	lim
	Sf (τ, ξ)
	=
	c
	b
	−
	a
	. По определению 1.2

	d(τ)
	→
	0
	 
	(
	)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Zb

f R[a,b], и c dx = c (b − a). 

a

Теорема 1.1 (необходимое условие интегрируемости). Если функция интегрируема по Риману на отрезке [a, b], то она ограничена на нем.

Zb

Пусть f R[a,b] и I(f) = f(x) dx. Положим ε = 1, тогда

a

δ > 0 : |Sf (τ, ξ) − I(f)| < 1, τ N[a, b], d(τ) < δ, ξ.

Зафиксируем такое τ0 = {xk}nk=0 N[a, b], что d(τ0) < δ. Тогда для любой выборки ξ

|Sf (τ0, ξ)| = |I(f) + Sf (τ0, ξ) −I(f)| ≤ |I(f)|+ |Sf (τ0, ξ) −I(f)| < |I(f)|+ 1,

то есть, множество интегральных сумм {Sf (τ0, ξ), ξ} ограничено. Предположим что функция f не является ограниченной на [a, b].

Тогда существует отрезок разбиения [xk0−1, xk0 ], на котором f не ограничена. Следовательно, существует последовательность {αm} такая, что

αm [xk0−1, xk0 ], lim |f(αm)| = +∞.

m→+∞

Рассмотрим выборки ξ(m) = (ξ1, . . . , ξk0−1, αm, ξk0+1, . . . , ξn). Тогда

	Sf (τ
	, ξ(m)) =
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f(ξ ) x
	k
	+ f(α
	m
	)Δx
	k0
	.

	 
	0
	 
	 
	6
	k
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	,k=k
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	k=1X
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	xk не зависит от m, а |f(αm)| → +∞ при

	Так как сумма
	X
	f(ξk)



k=1,k6=k0

m → +∞, то множество {Sf (τ0, ξ(m)) : m N} является неограниченным. Получили противоречие, поэтому предположение о неограниченности функции f на [a, b] неверно. 
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Утверждение обратное теореме 1.1 не имеет места, то есть ограниченность функции на отрезке не является достаточным условием ее интегрируемости на нем.

Пример 1.2. Показать, что функция Дирихле

	f(x) =
	 
	1,
	если x
	Q T[a, b]

	 
	 
	0,
	если x
	 
	[a, b]
	\
	Q

	 
	 
	 
	 
	 
	 



не интегрируема по Риману на отрезке [a, b].

	Зафиксируем некоторое разбиение τ = {xk}kn=0 N[a, b]. Если выбрать

	1 2
	n
	nk Q T
	 
	k−1
	 
	n
	 

	ξ0 = (ξ0 , ξ0
	, . . . , ξ0 ) так, что ξ0
	 
	[x
	 
	, xk], k = 1, . . . , n, то получим

	 
	 
	kX
	 
	 
	 
	 
	X
	 

	 
	Sf (τ, ξ0) = f(ξk0 )Δxk =
	xk = b − a.

	 
	 
	=1
	 
	 
	 
	k=1
	 

	Если же выбрать ξ00
	= (ξ100, ξ200, . . . , ξn00) так, что ξk00
	[xk−1, xk] \ Q, то

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	n
	 

	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	kX
	 

	 
	Sf (τ, ξ00) =
	f(ξk00)Δxk =
	0 ·
	xk = 0.

	 
	 
	k=1
	 
	 
	 
	 
	=1
	 



Итак, для любого разбиения τ существует такие выборки ξ0 и ξ00, что Sf (τ, ξ0) = b − a, а Sf (τ, ξ00) = 0, то есть предел интегральных сумм зависит от выборки, чего быть не должно в силу определений 1.1 и 1.2. Следовательно, функция f не интегрируема по Риману на отрезке [a, b], хотя ограничена на нем. 

Таким образом, есть функции интегрируемые и неинтегрируемые по Риману на отрезке.

1.2 Суммы Дарбу и их свойства

Изучим свойства интегрируемых функций. В силу теоремы 1.1, не нарушая общности, будем далее всегда рассматривать только функции, ограниченные на отрезке.

Пусть функция f : [a, b] → R ограничена. Зафиксируем произвольное разбиение τ = {xk}nk=0 N[a, b], тогда множество

{f(x) | x [xk−1, xk]} , k = 1, 2, · · · , n,

является ограниченным числовым множеством. В силу теоремы о существовании точных границ числового множества (см. [4, теорема 1.4]) для всех k = 1, 2, · · · , n, существуют конечные точные границы

Mkf = sup {f(x) | x [xk−1, xk]} mfk = inf {f(x) | x [xk−1, xk]} ,

	при этом, очевидно,
	 

	mkf ≤ f(x) ≤ Mkf , x [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n.
	(1.2)
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Определение 1.3. Для ограниченной функции f : [a, b] → R и разбиения τ отрезка [a, b] cуммы

	n
	 
	n

	kX
	Mkf
	X

	Sf (τ) =
	xk, sf (τ) = mkf ,

	=1
	 
	k=1



называют верхней и нижней суммами Дарбу функции f при заданном разбиении τ отрезка [a, b].

Введенные выше обозначения будут далее использоваться в этой главе без пояснений!

Приведем геометрическую интерпретацию сумм Дарбу для функции

f: [a, b] → R непрерывной и неотрицательной на отрезке [a, b]. Пусть, как и раньше, Gf [a, b] — криволинейная трапеция, определяемая по функции

fна отрезке [a, b]. Для любого разбиения τ отрезка [a, b], Sf (τ) — пло-

щадь многоугольника, содержащего криволинейную трапецию Gf [a, b], а sf (τ) — площадь многоугольника, содержащегося в криволинейной трапеции Gf [a, b].

Рассмотрим свойства сумм Дарбу.

Теорема 1.2. Для любого разбиения τ отрезка [a, b] и любой выборки ξ справедливы неравенства

	sf (τ) ≤ Sf (τ, ξ) ≤ Sf (τ).
	(1.3)



Доказательство сразу следует из неравенства (1.2), если в нем положить x = ξk, затем все части неравенства умножить на xk и просуммировать по k. 

Теорема 1.3. Для любого разбиения τ отрезка [a, b] справедливы равенства

	Sf (τ) = sup Sf (τ, ξ), sf (τ) = inf sf (τ, ξ).
	(1.4)



	ξ
	ξ

	 



Пусть τ = {xk}nk=0 — некоторое разбиение отрезка [a, b]. Докажем,

что Sf (τ) = sup Sf (τ, ξ). Согласно характеристическим свойствам точной

ξ

верхней границы (см.[4, определение 1.30]) нужно показать, что выполняются следующие условия:

a)ξ Sf (τ, ξ) ≤ Sf (τ) ;

b)ε > 0 ξ0: Sf (τ) − Sf (τ, ξ0) < ε.

	Условие a) выполняется в силу теоремы 1.2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Так как Mkf
	= sup nf(x)
	x [xk−1, xk]o
	, то согласно характеристи-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ческим свойствам точной верхней
	границы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ε >
	ξ0
	ξ0
	ε
	x
	k−1
	, x
	k] : 0
	≤
	Mf
	−
	f
	ξ0
	<
	 
	ε
	 
	, k
	= 1
	,
	2
	, . . . , n.

	b
	 
	a

	 
	0 k =
	k
	( ) [
	 
	 
	k
	 
	( k)
	 
	−
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Умножая k-е неравенство на xk, и складывая все полученные неравенства, находим, что 0 ≤ Sf (τ) − Sf (τ, ξ0) < ε, где ξ0 = (ξ10 , ξ20 , · · · , ξn0 ) — выборка из разбиения τ, то есть выполняется условие b).

Аналогично доказывается и второе равенство из (1.4). 

Теорема 1.4. При добавлении к заданному разбиению новых точек разбиения верхняя сумма Дарбу не увеличится, а нижняя не уменьшится.

Пусть τ = {xk}nk=0 — некоторое разбиение отрезка [a, b], и τ0 = {α} τ, где α (xk0−1, xk0 ), 1 ≤ k0 ≤ n. Пусть

	 
	0f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	[xk0−1, α]} ,
	 
	00f
	 
	= sup {f(x) | x
	[α, xk0 ]} .

	 
	Mk0 = sup {f(x) | x 
	Mk0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0f
	 
	 
	f
	 
	 
	00f
	 
	f
	. Тогда для верхних сумм Дарбу

	Заметим, что Mk0
	≤ Mk0
	и Mk0
	≤ Mk0

	Sf (τ0) и Sf (τ) получим неравенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Sf
	 
	τ0
	 
	n
	 
	Mf
	 
	 
	M0f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	00f x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	) =
	 
	 
	x
	k +
	α
	−
	x
	k0−1) +
	M
	k0
	−
	α
	) ≤
	 

	 
	 
	(
	 
	6
	 
	k
	 
	k0 (
	 
	 
	 
	 
	k0 (
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	,k=k
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	k=1X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	X
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	kX
	f
	 
	 
	 
	f
	 

	 
	≤
	 
	 
	 
	f
	xk
	 
	 
	(α − xk0−1 + xk0
	− α) =
	 
	 
	xk
	 
	(τ).

	 
	6
	 
	Mk
	+ Mk0
	 
	Mk
	 
	= S

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	k=1,k=k
	 
	 
	 
	 
	≤
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следовательно, Sf (τ0)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Sf (τ). Так же доказывается утверждение для

	нижних сумм Дарбу, но в этом случае mk0
	0 = inf {f(x) | x [xk0−1, α]} ≥

	f
	00f
	 
	 
	 
	 
	 
	| x 
	 
	 
	 
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	mk0
	, mk0 = inf {f(x)
	[α, xk0 ]} ≥ mk0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Теорема 1.5. Для любых двух разбиений τ0 и τ00 отрезка [a, b] справедливо неравенство sf (τ0) ≤ Sf (τ00), то есть любая нижняя сумма Дарбу не превосходит любой верхней суммы Дарбу.

Пусть τ0 и τ00 произвольные разбиения отрезка [a, b]. Составим разбиение τ = τ0 τ00 отрезка [a, b], тогда в силу неравенства (1.3) и теоремы 1.4,

sf (τ0) ≤ sf (τ) ≤ Sf (τ) ≤ Sf (τ00),

откуда и следует, что sf (τ0) ≤ Sf (τ00). 

Теорема 1.6. Существуют числа

I (f) = sup nsf (τ), τ N[a, b]o , I (f) = inf nSf (τ), τ N[a, b]o , (1.5)

которые называются, соответственно, нижним и верхним интегралами Дарбу от функции f на отрезке [a, b]. При этом, для любых разбиений τ0 и τ00 отрезка [a, b] имеют место неравенства

	sf (τ0) ≤ I (f) ≤ I (f) ≤ Sf (τ00),
	(1.6)
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		f
	 
	ограничено сни-

		Множество nS (τ) : τ N[a, b]o
	согласно теореме 1.5

		 
	f
	(τ0), τ0 

		зу, причем в качестве нижней границы можно взять число s
	 



N[a, b]. Тогда по теореме о существовании точных границ числового мно-

жества существует число inf Sf (τ) = I (f). При этом, по определе-

τN[a,b]

нию точной нижней границы числового множества, sf (τ) ≤ I (f) ≤ Sf (τ), τ N[a, b].

n o

Аналогично существует число sup sf (τ), τ N[a, b] = I (f), которое по определению точной верхней границы числового множества удовлетворяет неравенствам

sf (τ) ≤ I (f) ≤ I (f) ≤ Sf (τ), τ N[a, b]. 

Лемма 1.1 (Дарбу). Пусть функция f : [a, b] → R ограничена.

	Тогда I (f) = lim Sf (τ), I (f) =
	lim sf (τ).

	d(τ)
	→
	0
	 
	d(τ)
	→
	0

	 
	 
	 
	 
	 

	Докажем, что lim
	Sf (τ) = I (f). Зафиксируем произвольное ε > 0.

	 
	d(τ)→0
	 
	 
	 
	 



Так как I (f) = inf{Sf (τ) : τ N[a, b]}, то по критерию точной нижней границы найдется такое разбиение τε отрезка [a, b], что

Sf (τε) < I (f) + 2ε.

Пусть τε имеет ` точек разбиения, отличных от концов отрезка [a, b].

		Зафиксируем произвольное разбиение τ
	отрезка [a, b] с диаметром

		d(τ) < δ =
	ε
	 
	, где M = sup f(x).

		4M`

		 
	 
	 
	x [a,b]

		 
	 
	 
	 
	 

		Пусть τ0 = τ τε. Тогда в силу теоремы 1.4 и неравенств (1.6)

		I (f) ≤ Sf (τ0) ≤ Sf (τε) < I (f) +
	ε
	, I (f) ≤ Sf (τ0) ≤ Sf (τ).

		2



Рассмотрим разность Sf (τ) − Sf (τ0). Как нетрудно видеть, в ней останутся только слагаемые, определяемые отрезками разбиения τ, которые содержат внутри точки разбиения τε. Но таких отрезков не более `, поэтому имеет место неравенство

Sf (τ) − Sf (τ0) ≤ 2 M ` d(τ) < 2 M ` δ = 2ε,

из которого следует, что Sf (τ) < Sf (τ0) + 2ε. Тогда

I (f) ≤ Sf (τ0) ≤ Sf (τ) ≤ Sf (τ0) + 2ε < I (f) + 2ε + 2ε = I (f) + ε.
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a

I(f) = I(f) = I (f). (1.7)

Необходимость. Пусть функция f(x) интегрируема на отрезке [a, b], тогда она ограничена на [a, b] (см. теорему 1.1) и существует число I(f) =

Zb

f(x) dx. Зафиксируем ε > 0 и найдем δ = δ(ε) > 0 такое, что

a

Sf (τ, ξ) − I(f) < 4ε, τ N[a, b] : d(τ) < δ, ξ,

Аналогично доказывается, что lim sf (τ) = I (f). 

d(τ)→0

Утверждения, содержащиеся в теоремах 1.2 – 1.6 называют свойствами сумм Дарбу.

1.3 Критерий Дарбу интегрируемости функции

Доказанные выше свойства сумм и интегралов Дарбу позволяют установить необходимые и достаточные условия интегрируемости по Риману на отрезке [a, b] ограниченной функции.

Теорема 1.7 (I критерий Дарбу). Чтобы функция f : [a, b] → R

была интегрируема на отрезке [a, b], необходимо и достаточно, чтобы функция f была ограничена на отрезке [a, b] и I (f) = I (f).

Zb



ε

Таким образом, для любого ε > 0 существует число δ = 2M` > 0

такое, что для любого разбиения τ отрезка [a, b] с d(τ) < δ

I (f) − ε < I (f) ≤ Sf (τ) < I (f) + ε, то есть lim Sf (τ) = I (f).

d(τ)→0

Если f R[a,b], и I(f) = f(x) dx, то

	то есть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	I(f) −
	 
	ε
	< Sf (τ, ξ) < I(f) +
	ε
	, τ N[a, b] : d(τ) < δ, ξ.
	(1.8)

	 
	 
	 
	 
	 

	4
	4



Выберем разбиение τ с d(τ) < δ. Воспользуемся характеристическими свойствами точной нижней и точной верхней границ числового множества, а именно тем, что точную нижнюю границу числового множества нельзя увеличить, а точную верхнюю границу нельзя уменьшить, и найдем в каждом из отрезков разбиения [xk−1, xk] такие точки ξk0 и ηk0 ,

	что
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f ξ0
	< mf
	 
	 
	ε
	 
	 
	, f
	η0
	> Mf
	 
	 
	ε
	 
	, k
	 
	, , . . . , n.

	+ 4(b
	 
	a)
	− 4(b
	 
	 
	= 1

	(
	k)
	k
	−
	(
	k)
	k
	−
	a)
	2
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	Умножая эти неравенства на
	 
	 
	 
	xk = (xk − xk−1) и суммируя их по k,

	получим неравенства
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Sf (τ, ξ0) < sf (τ) +
	ε
	, Sf (τ, η0) > Sf (τ) −
	ε
	 
	 
	 
	 
	(1.9)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	4
	4
	 
	 
	 
	 

	Из неравенств (1.8), (1.9), учитывая неравенство (1.3), получим, что

	I f
	 
	ε
	 
	< Sf
	 
	τ, ξ0
	 
	< sf
	 
	τ
	 
	 
	ε
	 
	≤
	Sf τ
	ε
	 
	< Sf
	 
	τ, η0
	 
	 
	 
	ε
	< I
	 
	f
	 
	3ε
	.

	4
	(
	)
	(
	) +
	4
	4
	(
	) +
	 
	(
	) + 4

	( ) −
	 
	 
	 
	 
	( ) +
	 
	 
	2
	 
	 



Значит, I(f) − ε < sf (τ) ≤ Sf (τ) < I(f) + ε. Поскольку это неравенство доказано для любого разбиения τ N[a, b] : d(τ) < δ, то из него следует,

	что
	 
	sf (τ) − I(f) < ε, τ N[a, b] : d(τ) < δ.

	Sf (τ) − I(f) < ε,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	f
	 
	 
	lim S
	f
	(τ).
	Из леммы Дарбу

	А это значит, что
	lim
	s
	(τ) = I(f) =
	 

	 
	d(τ)→0
	 
	 
	 
	d(τ)→0
	 
	 
	 

	тогда следует равенство (1.7).
	 
	 
	 
	 
	 

	Достаточность. Если функция f
	ограничена на [a, b]
	и имеет место ра-



венство I (f) = I (f), то, пользуясь леммой Дарбу и переходя к пределу при d(τ) → 0 в неравенстве (1.3) , получим, что существует предел

lim Sf (τ, ξ) и при этом

d(τ)→0

lim Sf (τ, ξ) = I (f) = I (f). 

d(τ)→0

Теорема 1.8 (II критерий Дарбу). Чтобы функция f : [a, b] →

R была интегрируема на отрезке [a, b], необходимо и достаточно, чтобы функция f была ограничена на отрезке [a, b] и

	lim (Sf (τ)
	−
	sf (τ)) = 0.
	(1.10)

	d(τ)
	→
	0
	 
	 

	 
	 
	 



Необходимость следует из I-го критерия Дарбу, так как интегрируемость функции на [a, b] влечет и ограниченность подынтегральной функии на [a, b] и равенство (1.7), из которого в силу леммы Дарбу сразу следует справедливость условия (1.10).

Достаточность. Пусть функция f(x) ограничена на отрезке [a, b] и удовлетворяет условию (1.10). Докажем, что f(x) интегрируема на отрезке [a, b], то есть существует число I(f) R такое, что

ε > 0 δ = δ(ε) > 0 : |Sf (τ, ξ) − I(f)| < ε, τ N[a, b] : d(τ) < δ, ξ.

Воспользуемся теоремой 1.6. Из неравенств (1.6) следует, что для любого разбиения τ N[a, b]

0 ≤ I (f) − I (f) ≤ Sf (τ) − sf (τ).
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Из последнего неравенства и условия (1.10) сразу получаем равенство I (f) = I (f). Положим I(f) = I (f) = I (f) и покажем, что число I(f) есть интеграл от функции f(x) по отрезку [a, b]. Из (1.6) следует, что

sf (τ) ≤ I(f) ≤ Sf (τ), τ N[a, b].

Но тогда из этого неравенства и неравенства (1.3) следует, что

	Sf (τ, ξ) − I(f)
	≤ Sf (τ) − sf (τ).

	 
	(1.10)
	f
	(τ, ξ)
	 
	I(f)) = 0, что по опеределе-

	Тогда в силу условия
	lim (S
	 
	−

	 
	 
	d(τ)→0
	 
	 
	 



нию 1.2 означает и интегрируемость функции f(x) на отрезке [a, b] и то,

что

Zb

I(f) = f(x) dx. 

a

Приведем условия, эквивалентные условию (1.10) критерия Дарбу. Предварительно введем определение колебания функции на множестве.

Определение 1.4. Пусть функция f ограничена на множестве X. Колебанием функции f(x) на множестве X называется число

ωXf = sup{f(x), x X} − inf{f(x) : x X}.

Лемма 1.2. Если функция f ограничена на множестве X, то имеет место равенство

	ωf
	sup
	|
	f
	(
	x0
	) −
	f x00
	)|
	.
	(1.11)

	X
	= x ,x
	X
	 
	 
	(
	 
	 

	 
	0 00
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Так как функция f ограничена на множестве X, то существуют конечные точные границы

MXf = sup{f(x) : x X}, mfX = inf{f(x) : x X}.

В силу критерия точной верхней и точной нижней границ числового множества, по любому ε > 0 найдутся точки x0, x00 X такие, что

														
	 
	f(x0) > MXf −
	 
	ε
	, f(x00) < mXf
	 
	ε

	 
	 
	 
	 
	+
	 
	.

	fX
	2
	2

	≥
	f
	− f
	 
	 
	 
	k −
	k
	−
	ε. Но, с другой стороны,

	Следовательно, ωf
	 
	f(x0)
	f(x00) > Mf
	mf
	 



очевидно, что ωX ≤ Mk − mk . Отсюда, в силу произвольности ε > 0, следует справедливость неравества (1.11). 

Пусть функция f ограничена на отрезке [a, b], τ — разбиение отрезка

[a, b] и

ωkf = Mkf − mfk , k = 1, 2, . . . , n.

Тогда

	n
	n
	 

	kX
	X
	(1.12)

	Sf (τ) − sf (τ) = (Mkf − mkf )Δxk =
	ωkf xk.

	=1
	k=1
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и потому условие (1.10) можно записать в виде

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	→ kX
	 
	xk = 0.
	(1.13)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim
	ωf

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	d(τ) 0
	k
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=1
	 
	 
	 
	 

	 
	Объединяя предыдущие результаты, получаем следующий общий

	результат.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Теорема 1.9. Пусть функция f
	: [a, b] → R
	ограничена на [a, b].

	Тогда следующие условия эквивалентны:
	 

	1) f R[a,b];
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	lim
	0
	Sf (τ) = lim
	sf (τ) =: I(f)(
	R
	);
	 

	d(τ)
	→
	 
	 
	 
	d(τ)
	→
	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	) −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3) d(τ)→0
	(
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	lim
	 
	Sf
	 
	τ
	 
	sf (τ) = 0;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4)
	 
	→ kX
	ωkf
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	 
	 
	xk = 0;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	d(τ) 0
	=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



5)ε > 0 τε N[a, b]: Sf (τε) − sf (τε) < ε;

6)I (f) = I (f);

Как доказано ранее, условия 1), 2), 3), 4) и 6) эквивалентны. Для доказательства эквивалентности им условия 5), достаточно доказать импликации 1) → 5) → 6).

Если функция f ограничена на [a, b], то по 2-му критерию Дарбу условие 1) равносильно условию (1.10), то есть,

ε > 0 δ = δ(ε) > 0 : Sf (τ) − sf (τ) < ε, τ N[a, b], d(τ) < δ,

откуда и следует условие 5).

Пусть выполнено условие 5). По теореме 1.6 для любого разбиения τ отрезка [a, b], а, следовательно, и для τ = τε имеет место неравенство 1.6, а потому I (f) − I (f) < ε. Из этого неравенства, в силу произвольности ε > 0, следует, что I (f) = I (f), то есть выполнено условие 6). 

Пример 1.1. Доказать, что функция Римана

	φ(x) =
	 
	1
	 
	 
	m
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0,
	если x иррациональное число или x = 0,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Q
	T
	 
	 

	 
	n
	 
	n 
	 
	 

	 
	 
	,
	если x =
	 
	 
	(0, 1] и m, n — взаимно простые числа,

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

	интегрируема на отрезке [0, 1] и Z
	φ(x) dx = 0.



0

Выберем произвольное ε > 0. Сначала занумеруем рациональные точки, лежащие на промежутке (0, 1] в таком порядке: сначала точки вида
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m1 , m N, то есть точку 1, затем точки вида m2 , m N, то есть точку

12, затем точки вида m3 , m N, то есть точки 13, 23, и так далее. При этом будем нумеровать только попарно различные несократимые дроби, то есть, прежде чем нумеровать дробь, ее надо будет привести к равной ей несократимой дроби и занумеровать только в том случае, если ранее эта дробь не встречалась. Заметим, что дробей каждого указанного

													
	выше вида — конечное число.
	 
	 
	 
	 

	1
	 
	ε
	2
	 
	ε
	 

	Так как
	 
	>
	 
	n <
	 
	 
	, то неравенство φ(x) >
	 
	 
	может иметь

	n
	2
	ε
	2

	место не более чем в N = "
	2
	#
	рациональных точках, которые обозначим

	ε

	через α1, α2, . . . , αN .
	 
	 
	 
	 
	 
	 



ε

Пусть τ = {xk}nk=0 такое разбиение отрезка [0, 1], что d(τ) < 4N . Пусть E0 — такое подмножество множества {1, 2, . . . , n}, что для k E0 соответствующий отрезок разбиения [xk−1, xk] содержит хотя бы одну точку αj, j = 1, N. Таких отрезков не более 2N. Обозначим через E00 совокупность тех k из {1, 2, . . . , n}, для которых отрезок [xk−1, xk] не содержит точек αj, j = 1, N.

Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξn) — произвольная выборка по разбиению τ.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Рассмотрим интегральную сумму
	 
	 
	 
	kX
	f(ξk)Δxk и представим

	Sφ(τ, ξ) =
	 

	ее в виде
	 
	 
	 
	=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Sφ(τ, ξ) = σ1 + σ2, где σ1 = kX0
	f(ξk)Δxk,
	σ2 = kX00
	f(ξk)Δxk.
	 
	 

	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Оценим каждую сумму σ1, σ2. Так как φ(x) ≤
	1, x 
	[0, 1] и φ(x) <
	ε
	,

	 

	2

	x [xk−1, xk], k E00, то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ε
	 
	 
	 
	ε
	 
	 

	σ1 = kX0
	f(ξk)Δxk ≤ kX0
	1 · xk < 2N
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	=
	 
	 
	 
	,
	 
	 

	4N
	2
	 
	 

	E
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	σ2 = kX00
	f(ξk)Δxk < kX00
	ε
	 
	 
	ε
	 
	 
	 
	ε
	 
	 

	 
	· xk ≤
	 
	 
	 
	· 1 =
	 
	 
	.
	 
	 
	 

	2
	2
	2
	 
	 
	 

	E
	 
	 
	E
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Таким образом, для произвольного ε > 0 существует число δ = 4εN

такое, что для любого разбиения τ отрезка [a, b] с диаметром d(τ) < δ выполняется неравенство 0 ≤ Sφ(τ, ξ) = σ1 + σ2 ≤ ε. По определению 1.2 это означает, что

Z1

φ R[0,1] и φ(x) dx = 0. 

0
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