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ВСТУП

Сучасна математика інтенсивно проникає у різні сфери наукової думки – від гуманітарних дисциплін (соціологія, прикладна лінгвістика) до дисциплін природно-наукового напрямку (геологія, екологія, медицина, біологія, хімія). Мова математики універсальна, що є об’єктивним відображенням універсальності законів природи. Студентам-екологам особливо необхідна серйозна математична підготовка, за допомогою якої можна більш глибоко досліджувати екологічні проблеми, використовувати математичні моделі на практиці.

Дані методичні вказівки складені у відповідності з програмою з вищої математики для студентів першого курсу екологічного факультету спеціальності “екологія” і охоплюють матеріал другого семестру. Матеріал другого семестру розбито на два логічно завершених модуля. До кожного модуля наведено теоретичні питання, які входять до програми курсу “Вища математика” і відповідають даному модулю. В методичних вказівках дано необхідні теоретичні відомості, приклади контрольних робіт, наведено індивідуальні завдання та зразки виконання індивідуальних завдань до кожного модуля.

Для успішного складання модуля студентам необхідно написати контрольну роботу, захистити індивідуальне завдання та написати підсумкову модульну контрольну роботу.

В методичних вказівках пропонуються задачі для самостійної підготовки, до більшості з яких надано відповіді.
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МОДУЛЬ 3

Програма модуля 3

1.Неперервність функції, основні властивості неперервних функцій. Точки розриву функцій. Асимптоти графіка функції.

2.Означення похідної, її фізичне та геометричне значення. Основні теореми про похідну. Похідні основних елементарних функцій. Похідні вищих порядків.

3.Теорема Лагранжа та наслідки з неї. Дослідження функції за допомогою похідної: інтервали монотонності, точки екстремума, угнутість і опуклість функції, точки перегину.

4.Диференціал функції, його геометричне значення. Наближені обчислення малих приростів функції. Диференціали вищих порядків.

5.Поняття про функцію декількох змінних. Границя та неперервність функції. Частинні похідні. Градієнт. Повний диференціал. Екстремум функції двох змінних. Метод найменших квадратів.

Зразки варіантів контрольної роботи

Варіант №1

Знайти похідну функції:

		1.
	f ( x) =
	1
	; 2. f ( x) = sin x ; 3. f ( x) = ( x3 − 2)4 ; 4. f (x) = arccos x2 ;

		x

		 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 

		5.
	f ( x) = ( x2 − 2) x2 + 1 .



Варіант №2

Знайти похідну функції:

1. f ( x) =  x ; 2. f (x) = cos x ; 3. f (x) =  x2 − 1 ; 4. f ( x) = e x2 −1 ;

		5. f ( x) =
	 
	9x
	.

		 
	 

		 
	 

		x2 + 1
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Варіант №3

Знайти похідну функції:

	 
	 
	 
	 
	 
	f ( x) = (1 − x2 )5 ; 4.
	 
	 
	 

	1.
	f ( x) = ln x ; 2. f (x) = tgx ; 3.
	f (x) = arctg 2x ;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5.
	f (x) = x x2 − 1 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Варіант №4

	Знайти похідну функції:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1.
	f ( x) = a x ; 2. f ( x) = ctgx ; 3.
	f ( x) = 4 − 2x 2 ; 4.
	f ( x) = ln(cos x) ;

	 
	 
	 
	3x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5.
	f (x) =
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(3x − 1)3
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Варіант №5

Знайти похідну функції:

	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1.
	f ( x) = e
	 
	; 2.
	 
	f
	(x) = log a x ; 3. f ( x) =
	 
	 
	 
	 
	 
	; 4. f (x) = arcctg
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x − 1
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5.
	f ( x) = xe 2 x .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Індивідуальне завдання
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	I. Знайти похідні даних функцій:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 

	1.
	y = 3x 4
	−
	 
	 
	− 93
	 
	x 2
	− 1 ,
	y = sin x ln(x − 2) , y = (3x 2 + e 2 x ) 4 ,
	y = arctg
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	(3x)2
	1 + x 2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e x
	 
	 

	 
	y = 2x 5
	 
	 
	 
	 
	+ 44
	 
	x 3
	 
	y = (2x 2 + 1) ln(x + 1) ,
	y = ln(2x 4 −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2.
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 1 ,
	5x) ,
	y =
	 
	 
	 
	.
	 
	 

	 
	 
	(3x)3
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x3 + 1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	y = 4x 2
	 
	 
	− 105
	x 4
	, y = (x 2 − 2) sin x ,
	y = (x 2
	− ln x)3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	6x 6
	2x − 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 

	4.
	y = 3x 5
	−
	 
	+
	63
	 
	x 2
	− 1, y = (x 2 + 1)arctgx , y = (e 2 x − sin 3x) 2
	,
	y = tg
	 
	 
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3x 3
	x
	2
	− 2x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5.
	y = 3x 3
	−
	 
	−
	44
	 
	x 3
	,
	 
	y =
	(1 − 2x) arcsin x ,
	 
	y = esin x , y = ln
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	3x 3
	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.
	y = 5x 2 −
	1
	+ 23
	 
	 
	 
	y = e 2 x (x 3 − 1) , y = (ln x − cos 3 x ) 3 , y =
	 
	 
	sin x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x − 1 ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x − cos x
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	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	7.
	y = 4x 2 −
	+ 95
	 
	 
	 
	x 3
	,
	 
	 
	y = (4x 2 + 1)arctgx , y = (ln sin x − 3)3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + sin
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 3 , y = x 3 arctgx , y = sin 4 (5x − 1) , y =
	2x − 3
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8.
	y = x 5 +
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 43
	 
	 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3 − 2x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9.
	y = 2x 3 −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 34
	 
	x 3
	,
	y = (x + e x ) arcsin x , y = cos 4 (2x − 1) , y =
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3x 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10.
	y = x 4 −
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	+ 33
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = (x 2
	− 2) sin x , y = (x 3 − sin 2x)3 , y = (3x 2
	− 2x)e − x .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x ,
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2x
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	11.
	y = 3x 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 93
	 
	 
	 
	x 2 − 1 ,
	y = sin x ln(x − 2) , y = (3x 2 + e 2 x ) 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	,
	 
	y = arctg
	2

	 
	 
	(3x)2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 + x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e x
	 

	 
	 
	y = 2x 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 44
	 
	 
	x 3
	 
	 
	y = (2x 2 + 1) ln(x + 1) ,
	y = ln(2x 4 −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	12.
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 1 ,
	5x) , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	(3x)3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x3 + 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	13.
	y = 4x 2
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 105
	x 4
	, y = (x 2 − 2) sin x , y = (x 2
	− ln x)3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	6x 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x − 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	14.
	y = 3x 5
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	+ 63
	 
	 
	x
	2
	 
	− 1, y = (x 2 + 1)arctgx , y = (e 2 x
	− sin 3x) 2
	,
	 
	y = tg
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	− 2x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	15.
	y = 3x 3
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	− 44
	 
	 
	x 3
	,
	 
	y = (1 − 2x) arcsin x , y = esin x ,
	y = ln
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3
	− 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	16.
	y = 5x 2
	 
	 
	 
	1
	+ 23
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = e 2 x (x 3 − 1) , y = (ln x − cos 3 x ) 3 , y =
	 
	 
	 
	sin x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	−
	 
	 
	 
	x − 1 ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x − cos x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	17.
	y = 4x 2
	 
	−
	 
	+ 95
	 
	 
	x 3
	,
	y = (4x 2 + 1)arctgx , y = (ln sin x − 3)3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + sin
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 3 , y = x3 arctgx , y = sin 4 (5x − 1) , y =
	2x − 3
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	18.
	y = x 5 +
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 43
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3 − 2x
	 
	 
	 
	 
	 

	19.
	y = 2x 3
	 
	−
	 
	 
	 
	− 34
	 
	x
	3
	 
	,
	 
	y = (x + e x ) arcsin x , y = cos 4 (2x − 1) , y =
	.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	3x 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	20.
	y = x 4 −
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	+ 33
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = (x 2
	− 2) sin x , y = (x 3 − sin 2x)3 , y = (3x 2
	− 2x)e − x .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x ,
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2x
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	21.
	y = 3x 4
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 93
	 
	x 2
	− 1 ,
	y = sin x ln(x − 2) , y = (3x 2 + e 2 x ) 4 ,
	y = arctg
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	(3x)2
	 
	1 + x 2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e x
	 

	 
	 
	y = 2x 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 44
	 
	 
	x 3
	 
	 
	y = (2x 2 + 1) ln(x + 1) ,
	y = ln(2x 4 −
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	22.
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 1 ,
	5x) , y =
	 
	 
	 
	 
	.
	 

	 
	 
	(3x)3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x3 + 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin x
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	23.
	y = 4x 2
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	− 105
	x 4
	, y = (x 2 − 2) sin x , y = (x 2
	− ln x)3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	6x 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x − 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	24.
	y = 3x 5
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	+ 63
	 
	 
	x
	2
	 
	− 1 , y = (x 2 + 1)arctgx , y = (e 2 x
	− sin 3x) 2
	,
	 
	y = tg
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	− 2x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






.

.















8

	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 

	25.
	y = 3x 3
	−
	 
	 
	 
	 
	− 44
	 
	x 3
	,
	y = (1 − 2x) arcsin x , y = esin x , y = ln
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3x
	3
	 
	x 3
	− 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	26.
	y = 5x 2
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = e 2 x (x 3 − 1) ,
	 
	 
	 
	 
	sin x
	.
	 

	−
	+ 23 x − 1 ,
	y = (ln x − cos 3 x ) 3 ,
	y =
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x − cos x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos x
	.
	 

	27.
	y = 4x 2
	 
	−
	 
	 
	+ 95
	 
	x 3 ,
	y = (4x 2 + 1)arctgx , y = (ln sin x − 3)3 ,
	y =
	 
	 

	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + sin
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = sin 4 (5x − 1) , y =
	2x − 3
	.
	 

	28.
	y = x 5 +
	 
	 
	 
	 
	 
	− 43
	x 2
	+ 3 , y = x3 arctgx ,
	 

	 
	2x 3
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3 − 2x
	 

	29.
	y = 2x 3
	−
	 
	 
	 
	 
	− 34 x 3
	,
	y = (x + e x ) arcsin x , y = cos 4 (2x −
	1) ,
	y =
	.

	 
	 
	3x
	6
	 
	 
	sin x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	30.
	y = x 4 −
	 
	3
	 
	 
	 
	+ 33
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y = (x 2 − 2) sin x ,
	y = (x 3 − sin 2x)3 ,
	y = (3x 2 − 2x)e − x .

	 
	 
	 
	 
	 
	x ,
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2x 3
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



II. Дослідити функції та побудувати їх графіки:





	1.
	y = x 3 − 3x 2 + 3 ,
	y =
	 
	 
	x 2
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x − 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2 − 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2.
	y = −
	 
	 
	 
	+ x 2 + 3x + 1, y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	x − 2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.
	 
	 
	 
	 
	x 3
	 
	 
	3
	x 2 +
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	− 8
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y = −
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	2 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	2
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4.
	 
	x 3
	1
	 
	 
	 
	2 + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	− 4
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	x
	 
	, y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	2
	 
	 
	x + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	− 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5.
	y =
	 
	 
	 
	 
	+ x 2 − 3x + 1, y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.
	 
	x 3
	3
	 
	 
	 
	2 − 4x + 8 , y =
	 
	x 2
	 
	− 9
	.
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	2
	 
	 
	 
	x − 2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2 − 6
	 
	 
	 

	7.
	y = −
	 
	 
	 
	 
	− x 2 +
	 
	 
	x + 10 ,
	 
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 

	 
	6
	 
	2
	 
	 
	 
	x − 5
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8.
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2 − 1
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	 
	 
	 
	− 4x + 5 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	− 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9.
	y =
	 
	 
	 
	 
	− 2x 2 + 3 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	x + 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10. y =
	 
	 
	x 3
	−
	3
	 
	x 2 − 4x + 10 ,
	y =
	 
	x 2 − 4
	.

	 
	3
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	x + 3
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






	16.
	 
	 
	x 3
	3
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2 − 9
	.
	 

	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	x
	− 4x + 8 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	x − 2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	17.
	y = −
	 
	x 3
	 
	− x 2
	+
	5
	x + 10
	,
	 
	 
	y =
	 
	x 2
	− 6
	.

	6
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	x − 5

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	18.
	y =
	 
	x
	3
	 
	− 4x + 5 ,
	y =
	 
	 
	x 2
	− 1
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	19.
	 
	 
	x 3
	 
	2x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2
	 
	 
	− 2
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	+ 3 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	20.
	y =
	 
	x
	3
	 
	−
	 
	3
	x
	2
	− 4x + 10 ,
	 
	 
	y =
	 
	 
	x 2
	 
	 
	− 4
	 
	.

	3
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + 3

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	21.
	y = x 3 − 3x 2
	 
	+ 3 ,
	y =
	 
	 
	 
	x 2
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x − 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	22.
	y = −
	 
	x 3
	 
	+ x 2
	+ 3x + 1, y =
	 
	x 2
	 
	− 3
	 
	.
	 
	 
	 

	 
	3
	 
	 
	x − 2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	23.
	y = −
	x 3
	 
	+
	3
	 
	x 2 + 2 ,
	y =
	 
	x 2 − 8
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	2
	 
	 
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	24.
	y =
	 
	x
	3
	 
	−
	 
	1
	x
	2
	+ 3 , y =
	 
	x 2
	− 4
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	2
	 
	 
	 
	x + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	25.
	y =
	 
	x
	3
	 
	+ x 2
	− 3x + 1 ,
	 
	 
	y =
	 
	x 2 − 3
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	 
	x + 3
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	11.
	y = x 3 − 3x 2
	+ 3 , y =
	 
	x
	2
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	26.
	y =
	 
	x 3
	+
	3
	 
	x 2
	− 4x + 8 ,
	 
	y =
	 
	x 2 − 9
	 
	.
	 

	x − 1
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	x − 2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2 − 3
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	− 6
	 

	12.
	y = −
	 
	 
	 
	+ x 2 + 3x + 1,
	 
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	27.
	y = −
	 
	 
	 
	 
	 
	− x 2
	 
	+
	 
	 
	x + 10
	,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	3
	 
	 
	 
	x − 2
	6
	 
	2
	 
	x − 5
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	13.
	y = −
	x 3
	 
	+
	 
	3
	x 2 + 2 ,
	y
	=
	x 2
	 
	− 8
	.
	 
	28.
	y =
	x 3
	 
	 
	− 4x +
	5 ,
	y =
	x 2
	− 1
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	 
	 
	2
	 
	x + 3
	 
	3
	 
	 
	 
	x + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	14.
	 
	x3
	1
	 
	 
	2 + 3 , y
	 
	 
	x 2 − 4
	.
	 
	 
	 
	29.
	 
	 
	x 3
	 
	 
	− 2x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2 − 2
	.
	 
	 
	 
	 

	y =
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	x
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	3 , y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	2
	 
	 
	x + 1
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	x + 6
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	− 3
	 
	 
	 
	 
	 
	x3
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	− 4
	 

	15.
	y =
	 
	 
	+ x 2 − 3x + 1 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	30.
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	x
	− 4x + 10 ,
	y =
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	3
	 
	x + 3
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	x + 3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



III. Знайти та зобразити на площині область визначення функції:





1. z = 16 − x 2 − y 2 .

4. z = ln(x + y) .

7. z = arcsin y . x

10. z = 4 − x 2 + 4 − y 2

13. z = ln(x + y) .

11

16.z =  +  .

	x + y
	x − y



19. z = 16 − x 2 − y 2 .

22. z = ln( y 2 − 3x + 6) .

11

25.z =  +  .

	x + y
	x − y



28. z = ln(x 2 + y) .




2.z = ln( y 2 − 3x + 6) .

1 1

5.z =  +  .

	x + y
	x − y



8. z = ln(x 2 + y) .

.11. z = ln( y 2 − 3x + 6) .

14.z =  x 2 − 9 + 9 − y 2 .

17.z = 4 − x 2 + 4 − y 2 .

20.z = arcsin y .

x

23.z = arcsin(x 2 + y 2 − 3) .

26.z = x + arccos y .

29.z =  x 2 − 9 + 9 − y 2 .




3. z = arcsin(x 2 + y 2 − 3)

6.z = x + arccos y

9.z =  x 2 − 9 + 9 − y 2 .

12.z = arcsin(x 2 + y 2 − 3) .

15.z = x + arccos y .

18.z = ln(x 2 + y) .

21.z = ln( y 2 − 3x + 6) .

24.z = ln(x + y) .

27. z = arcsin y . x

30. z = 4 − x 2 + 4 − y 2 .
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IV. Задана функція z = f (x; y) , точка A(x0 ; y0 ) та вектор a(x; y) . Знайти grad z в

точці А та похідну функції z в цій точці за напрямом вектора a .





		 
	z = x 2 + 2xy + y 2 ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		1.
	A(1;2), a(3;4) .

		 
	z = 2xy − y 3 + x 2 ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		2.
	A(−1;2), a(−3;4) .

		 
	z = arctg (xy 2 ),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		3.
	A(2; 3), a(4; − 3) .

		 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		4.
	z = arcsin
	,
	A(1; 2), a(5; − 12) .

		y

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	z = 2x 2 + y 2 x − 4 y,
	 
	 
	 

		5.
	A(2; 2), a(6; − 8) .



6.z = xy + y 3 + 2x 2 , A(−1; − 2), a(3; − 4) .

7.z = arctg (2xy), A(2; − 3), a(−4; 3) .

		 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		8.
	z = arcsin
	 
	 
	, A(−2; 2), a(−5; 12) .

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	4 y

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		9.
	z = x 2 − y 2 x + 4 y, A(−2; 2), a(−6; 8) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		10.
	z = x 2 − 4xy + 2 y 2 , A(3; − 2), a(3; − 4) .

		 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		11.
	z = arctg(
	), A(2; − 3), a(−4; − 3) .

		 

		 
	 
	 
	 
	y

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		12.
	z = 2xy + y 3 + 3x 2 , A(4; − 2), a(3; 4) .

		 
	z = arcsin x 2 y, A(−
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		13.
	; 2), a(4; − 3) .

		 

		 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		14.
	z = x 2 − 3xy + 4 y 2 , A(−3; 2), a(3; − 4) .

		 
	 
	 
	y
	 
	 
	 

		15.
	z = arctg(
	 
	), A(−3; 3), a(−4; 3) .

		 
	 

		 
	 
	 
	 
	x 2






		 
	z = 2xy + y 3 − x 2 ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		16.
	A(−1; − 2), a(3; 4) .

		 
	z = 2x 2 + xy + y 2 , A(1; − 2),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		17.
	 
	 
	 
	 
	a(3; 4) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		18.
	 
	z = arcsin
	, A(2; 2), a(−5; 12) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	y 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	z = arctg (x 2 y), A(−2; 3),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		19.
	 
	a(4; − 3) .

		 
	 
	z = xy + y 3 − x 2 , A(1; 2),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		20.
	 
	a(−3; 4) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		21.
	 
	z = arcsin
	,
	A(−1; 2),
	 
	a(5; 2) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	z = arcctg (x 2 y),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		22.
	 
	A(3; − 2), a(4; − 3) .

		 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		23.
	z = ln
	 
	, A(−3; 2), a(−3; − 4) .

		 
	y

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	z = 4x 2 + y 2 x − y, A(4; 2),
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		24.
	 
	 
	 
	 
	a(5; 7) .

		 
	 
	 
	 
	 
	2x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		25.
	 
	z = arccos
	 
	,
	A(−3; 4),
	 
	 
	a(2; − 2) .

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5 y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		26.
	 
	z = 4x 2 − 3 y 2 x − 2 y, A(4; − 2), a(−4; 3) .

		 
	 
	 
	 
	 
	x 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		27.
	 
	z = arcctg(
	), A(3; − 2),
	 
	a(3; − 4) .

		 
	y
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	2x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		28. z = ln
	, A(3; − 2), a(3; 4) .

		 

		 
	 
	 
	 
	y 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		29.
	z = −2xy + 4 y 3 − x 2 , A(−4; 2), a(3; − 4) .

		 
	z = arccos(xy 2 ), A(−2;
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		30.
	),
	 
	 
	a(−4; − 3) .

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 








V. Знайти екстремум функції двох змінних:

	1.
	z = 3x + 6 y − x 2 − xy − y 2 .
	16.
	z = 6x 2 + 4 y 2 − 4xy + 3 .

	2.
	z = 2x 3 − xy 2 + 5x 2 + y 2 .
	17.
	z =
	1
	x 3 + 4 y 3 − 3xy + 1.
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