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5. БУЛЕВА АЛГЕБРА И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Булева алгебра — это название области математики, занимающейся логическим анализом. Операции и законы булевой алгебры применяются к логическим символам так же, как обычная алгебра оперирует символами, представляющими численные величины.

В настоящей главе мы изучим булеву алгебру, а именно множество {0, 1} с определенными на нем операциями дизъюнкции, конъюнкции и отрицания. Мы сформулируем законы булевой алгебры и покажем, как булевы выражения упрощаются. Последние параграфы главы демонстрирует некоторые приложения теории для конструирования логических схем, встречающихся в электронных устройствах: компьютерах, калькуляторах, телефонных системах и ряде других устройств.
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5.1 Булева алгебра

Булева алгебра состоит из множества B={0,1} вместе с определенными на нем операциями дизъюнкции (V), конъюнкции ( ) и отрицания (~). Действие операций (V) и ( ) на символах 0 и 1 показаны в следующих таблицах

Действие отрицания на 0 и 1 определяется следующим образом: 0 =1 и 1 =0. Переменные, которые могут принимать только два значения 0 и 1, называются булевыми. Тогда для них таблицы, определяющие действия

операций p, p q, p q , будут иметь вид

Эти таблицы напоминают таблицы истинности логических операций не, или и и. Действительно, мы можем легко трансформировать их в таблицы истинности, возникающие в логике высказываний, заменив булевы переменные р и q на высказывания Р и Q, и используя истинностные

значения T и F вместо 1 и 0 соответственно. Таким образом, p заменяется на не P, p q – на P или Q, а p q – на P и Q. Поэтому в контексте булевой

алгебры мы будем называть такого сорта таблицы таблицами истинности. Мы можем комбинировать булевы переменные с помощью операций

, , ~ , получая булевы выражения так же, как мы строили составные

высказывания из более простых, комбинируя их с помощью логических операций. Также как и в алгебре логики, мы полагаем, что два булевых выражения являются эквивалентными, если они имеют одинаковые таблицы истинности.

Часто, вместо знаков операций , , ~ используют знаки +, (умножение), ' (штрих – отрицание). В этих обозначениях законы алгебры логики, перенесенные на булевы переменные, имеют вид
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Для проверки истинности законов булевой алгебры мы должны построить таблицы истинности для выражений левой и правой частей равенств. Пример. Докажем закон дистрибутивности:

p (q + r)= p q + p r

Построим таблицы истинности для левого и правого выражения, а также для промежуточных операндов

Поскольку два последних столбца таблицы полностью совпадают, то и соответствующие им булевы выражения совпадают (эквивалентны). □

Схожесть названий и форм законов булевой алгебры и соответствующих законов алгебры логики и алгебры множеств, далеко не случайна. В таблице, приведенной ниже, показано соответствие между булевыми операциями, операторами логики высказываний и операциями над множествами.

	Логические
	Операции над
	Булевы

	операторы
	множествами
	операции

	не
	–
	~,’

	или
	U
	, +

	и
	I
	, •



Чтобы в дальнейшем не обращаться к таблицам истинности при доказательстве эквивалентности булевых выражений, надо один раз убедиться в справедливости законов булевой алгебры и применять их при преобразовании булевых выражений.
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Пример. Покажем, что булево выражение (p q) (p + q) эквивалентно p.

Здесь удобно использовать кванторы для обозначения булевых операций. Имеем

Булевой функцией от n булевых переменных p1,р2,…,pn называется функция f : Bn → B . По-другому, результатом вычисления функции f (p1 , p2 ,..., pn ), аргументы которой могут принимать только два значения 0 и

1, также является 0 или 1. Очевидно, что количество булевых функций n переменных конечно. Например, булевых функций одной переменной существует всего 4. Булевы функции от одной переменной – это отображения множества {0,1} в себя. Их можно рассматривать как унарные операции на множестве {0,1}. В следующей таблице приведены все четыре булевы функции от одной переменной.

	 
	 
	 
	 
	 
	Значение аргумента

	 
	Название
	Обозначение
	0
	1

	 
	функции
	функции
	 
	 

	g0(x)
	Нуль
	0
	 
	 
	0
	0

	g1(x)
	Тождественная
	x
	0
	1

	g2(x)
	Отрицание
	-x,x’,
	x
	 
	1
	0

	g3(x)
	Единица
	1
	 
	 
	1
	1



Булевы функции от двух переменных можно рассматривать как бинарные операции на множестве {0,1}. В следующей таблице приведены все шестнадцать булевых функции от двух переменных. Для некоторых функций указаны используемые обозначения и названия.
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	Переменная x
	0
	 
	0
	1
	1

	 
	Переменная y
	0
	 
	1
	0
	1

	Название
	Обозначение
	 
	 
	 
	 
	 

	функции
	функции
	 
	 
	 
	 
	 

	Нуль
	0
	0
	 
	0
	0
	0

	Конъюнкция
	, 
	0
	 
	0
	0
	1

	 
	 
	0
	 
	0
	1
	0

	 
	 
	0
	 
	0
	1
	1

	 
	 
	0
	 
	1
	0
	0

	 
	 
	0
	 
	1
	0
	1

	Сложение по
	+,
	0
	 
	1
	1
	0

	модулю 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Дизъюнкция
	 
	0
	 
	1
	1
	1

	Стрелка Пирса
	↓
	1
	 
	0
	0
	0

	Эквивалентность
	~ , ≡
	1
	 
	0
	0
	1

	 
	 
	1
	 
	0
	1
	0

	 
	 
	1
	 
	0
	1
	1

	 
	 
	1
	 
	1
	0
	0

	Импликация
	→, ,
	1
	 
	1
	0
	1

	Штрих Шеффера
	|
	1
	 
	1
	1
	0

	Единица
	1
	1
	 
	1
	1
	1



Комбинируя перечисленные функции (с помощью суперпозиций), можно строить более сложные булевы функции, в том числе и большего числа переменных. Булевы отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация обладают свойствами, подобными тем, которыми обладают соответствующие логические операции.

Формулы, содержащие кроме переменных (и скобок), только знаки функций дизъюнкции, конъюнкции и отрицания, будем называть булевыми формулами.

Если задана булева функция, например, таблицей истинности, то обычно требуется ее представить с помощью булевых функций двух переменных. Наша ближайшая задача — показать, как произвольную булеву функцию можно представить с помощью бинарных операций , , ~

Рассмотрим булеву функцию m(p,q,r) от трех булевых переменных p,q и r с таблицей истинности, приведенной ниже
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Функция m принимает значение 1 только на одном наборе значений аргументов. Такая функция называется минтермом или элементарной конъюнкцией. Ее можно выразить через булевы функции двух переменных следующим образом

m(p,q,r)= p q r .

Выражения такого типа называются элементарной конъюнкцией, если все входящие в него переменные p,q,…,r (или их отрицания) различны.

Любой минтерм можно записать в виде элементарной конъюнкции, т.е. как конъюнкцию переменных pi или их отрицаний. Действительно, пусть m(p1,p2,…pr) — минтерм. Тогда в последнем столбце таблицы истинности функции m будет стоять только одна единица. Возьмем строку таблицы истинности, соответствующую значению 1. Если в этой строке переменная pi=1, то в элементарной конъюнкции, представляющей функцию m,

участвует pi, а если pi=0, то участвует pi . Например, для минтерма из последней таблицы значения переменных p, q, r равны 0, 1, 1. Это значит, что в элементарную конъюнкцию входят p, q и r, т.е. m(p,q,r)= p q r .

Используя элементарные конъюнкции, можно записать произвольную булеву функцию как дизъюнкцию минтермов. Например, рассмотрим булеву функцию трех переменных f(р,q,r) с таблицей истинности следующего вида

Единицы последнего столбца в этой таблице соответствуют трем минтермам. Запишем их и соединим операцией дизъюнкции
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Очевидно, в той же форме можно записать булеву функцию с любым числом переменных. Выражение, представляющее булеву функцию как дизъюнкцию минтермов, называется дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ). Описанный способ построения формулы по таблице применим к любой функции, не равной тождественно нулю. Т.е. единственной функцией, не имеющей ДНФ, является константа 0. Но ее можно представить булевой

формулой p p . Можно также считать, что ДНФ тождественного нуля – это

«пустая» дизъюнкция, не содержащая ни одного дизъюнктивного слагаемого. Повторим. Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) булевой функции называется её представление в виде дизъюнкции некоторых

элементарных конъюнкций.

Любую булеву функцию можно представить в виде дизъюнкции

минтермов. Значит, каждая булева функция может быть выражена через две функции двух аргументов: f1 (p,q)= p q , f2 (p,q)= p q и одной функции

одной переменной f (p)= p . Множество функций, через которые можно выразить любую булеву функцию, называется полной системой функций.

	Итак, f1,f2,f3
	— полная система функций. Однако можно ограничиться и

	меньшим количеством функций. Например,
	по закону де
	Моргана

	(p q)=
	 
	 
	 
	 
	Следовательно p q =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	.
	Значит, любую
	булеву

	p
	q
	p
	q



функцию можно записать только с помощью двух операций и ~, т.е. {p q, p }— тоже полная система функций. Расплатой за малое количество

операций, посредством которых записывается функция, становится громоздкость формул.

Пример. Функция НЕ—И (обозначим ее как в алгебре логики через | )

																														
	определяется формулой:
	 
	 
	p | q =
	p q
	. Покажем, что { | } — полная система

	функций. Для
	этого
	 
	достаточно показать, что каждая из
	функций

	 
	 
	, p q, p q
	может
	 
	быть выражена через НЕ—И. Ввиду закона

	 
	p

	идемпотентности
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= p | p
	(A)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	p p
	 

	По закону де Моргана
	 
	 
	 
	 
	из (A)
	 
	=(p | p) (q | q)=(p | p) | (q | q)
	 

	 
	 
	p q =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	p
	q
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Также
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	из (A)
	 
	 
	 
	 
	 
	=(p | q)| (p | q)

	 
	 
	p q =
	 
	=
	 
	=
	 
	 
	= s | s для s = p | q
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	p q
	p | q
	 
	s
	 

	Таким образом, { | } — действительно полная система операций.
	□
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Двойственной к булевой функции f(x,y,…,z) называется функция f * (x, y,..., z)= f ′(x′, y′,..., z′),

которая получается отрицанием всех аргументов булевой функции f и последующим отрицанием результата. Из определения видно, что f**=f.

Функция называется самодвойственной, если f*=f. Из приведенной таблицы видно, что тождественная функция и отрицание самодвойственны, а дизъюнкция и конъюнкция – нет.

Суперпозицией функций f1,…,fm называется булева функция, полученная с помощью подстановок этих функций друг в друга на места переменных и, возможно, с помощью переименования переменных.

Пример. Составить таблицу истинности функции h(x,y)=f2(y,y,f1(x,y,x)), где булевы функции трех переменных f1 и f2 имеют следующие таблицы истинности

Для составления таблицы функции h(х,у) запишем формулу, задающую функцию h(х,у), выписав под символами переменных все наборы значений, которые эти переменные принимают, а под символами булевых функций выписав значения функций, соответствующие этим наборам. Заключительный столбец, задающий функцию h, обведём двойной рамкой.

	Итак, h(x,y)=(1111).
	□
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