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Слово «дискретный» означает «составленный из отдельных частей», а дискретная математика имеет дело с совокупностями объектов, называемых множествами. Элементы этих множеств, как правило, изолированы друг от друга и геометрически не связаны. Большинство рассматриваемых в курсе дискретной математики множеств конечны или счетны. При этом элементы множеств могут иметь различную природу – быть битами или байтами, высказываниями, геометрическими объектами, функциями, людьми, оттенками цвета и т.д. В данной главе мы займемся изучением языка описания элементов множеств и операций с ними.

2.1 Понятие множества

Множество – это любая определенная совокупность объектов. Объекты, из которых составлено множество, называются его элементами. Элементы множества различны и отличимы друг от друга.

Примеры.

Множество страниц в учебнике. Множество студентов в аудитории. Множество N натуральных чисел 1, 2, 3,…

Множество Z целых чисел: …, -2, -1, 0, 1, 2, … Множество R вещественных чисел.

	 
	 
	 

	Множество Q = 
	p
	: p, q Z, q ≠ 0
	– множество рациональных чисел.

	 

	q
	 
	 









Если объект x является элементом множества M, то говорят, что x принадлежит M. Этот факт записывают x M . В противном случае говорят, что x не принадлежит M и записывают x M .

Пример. 3 {1, 3, 5}, 4 {1, 3, 5}.

Обычно множества мы будем обозначать прописными буквами латинского алфавита, а элементы множеств – строчными. Множества, как объекты, могут быть элементами других множеств.

Чтобы задать множество, нужно указать какие элементы ему

	принадлежат. Это можно сделать различными способами:
	 

	 
	перечислением
	элементов: M :={a1 ,a2 ,..., ak }.
	При таком
	задании

	 
	множества обозначения элементов заключают в фигурные скобки и

	 
	разделяют запятыми. Перечислением можно задавать только конечные

	 
	множества.
	 
	 
	 

	 
	характеристическим предикатом: M :={x | P(x)}. Характеристический

	 
	предикат – это условие, выраженное в форме логического

	 
	утверждения. Если оно истинно для данного элемента x, то он

	 
	принадлежит множеству M, если ложно – то не принадлежит.
	 

	 
	порождающей
	процедурой M :={x | x := f },
	которая,
	будучи



запущенной, генерирует (создает) объекты, являющиеся элементами множества M.

Например, запись S = {х : x — нечетное натуральное число} описывает множество S = {1, 3, 5, 7, . . . } с помощью предиката «x — нечетное натуральное число». Предикат – это логическое выражение с аргументом. Точнее, предикат становится логическим выражением, когда его аргумент заменяют конкретным элементом.

Примеры.

M9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

{х : х — футболист, играющий за Металлист} — множество, состоящее из всех футбольных игроков харьковского футбольного клуба Металлист.

{х : х – гражданин Украины} описывает множество всех граждан Украины. C ={1, 4, 9,16,...n2 } описывает множество квадратов всех положительных

чисел, которые меньше или равны n.

В современных языках программирования переменные объявляются как принадлежащие к определенному типу данных. Тип данных представляет собой множество объектов со списком определенных операций над ними. Задание типа переменных равносильно указанию множества, из которого переменным присваиваются значения.

Поскольку множество однозначно определяется только элементами, которые оно содержит, порядок их перечисления роли не играет. Например, {1,2,4,6} = {2,1,6,4}. Любой элемент либо принадлежит данному множеству, либо нет. Каждый элемент может входить в множество не более одного раза.










Множество, не содержащее элементов, называется пустым и обозначается. Универсальное множество U (или универсум) есть множество, обладающее тем свойством, что элементы всех рассматриваемых множеств являются его подмножествами. В известном смысле и U представляют собой противоположности, поскольку пустое множество не содержит элементов, а универсальное множество содержит «все» элементы.

В теории чисел универсальное множество обычно совпадает с множеством всех целых или натуральных чисел. В математическом анализе универсальное множество может быть множеством всех действительных чисел или множеством всех точек n-мерного пространства. Следует отметить, что универсальное множество U, хотя, и названо универсальным, однозначно не определено, если точно не указана предметная область.

Говорят, что множество А является подмножеством множества S, если каждый его элемент в то же время является элементом множества S. При этом говорят, что множество А содержится в множестве S. Этот факт обозначают так: A S . На следующем рисунке дана иллюстрация этого

определения. Такого сорта картинки называются диаграммами Эйлера – исходные множества изображаются овалами (или кругами), а результат графически выделяется штриховкой.

Два множества считаются равными, если каждое из них содержится в другом

A = B := A B B A

Для доказательства равенства множеств нужно показать, что они состоят из одних и тех же элементов. На формальном языке для равенства множеств А = В необходимо проверить истинность двух импликаций:

{x A x B} и {x B x A}

Если A B и A ≠ B , то А называется собственным подмножеством В. Если может оказаться, что A = B , то пишут A B .

По определению, каждое множество есть подмножество универсального множества. Для любого множества M M .

Пустое множество есть подмножество любого множества M, т.е.M , поскольку «каждый элемент пустого множества содержится в M».

Точнее, не существует элементов пустого множества, которые не принадлежали бы M.

Пустое множество единственно, т.е. любые два пустых множества M и N совпадают. Действительно, пусть M ≠ N . Это означает, что существует элемент, который принадлежит одному множеству и не принадлежит










другому. Но тогда то множество, которому принадлежит элемент, будет непустым. Получили противоречие.

2.2 Операции над множествами

Рассмотренные ниже операции над множествами позволяют строить новые множества, используя уже существующие.

Пересечением множеств А и В называется множество, состоящее из тех и только тех элементов, которые одновременно принадлежат как А, так и В. Пересечение множеств А и В обозначается A I B . Это определение равносильно следующему: A I B ={x : x A x B}.

	Например, если А = {1, 2,
	3, 4,
	5} и В = {1, 3, 5, 7, 9}, то

	A I B ={1, 3, 5}.
	 
	 
	 
	 

	Если A = {х : х имеет
	рост
	выше
	180см } и B = {х : х любит

	играть в
	шахматы}, то A I B – { х : х
	имеет рост выше 180см

	и любит
	играть в
	шахматы}. Обратите внимание, что в описании

	пересечения множеств
	A I B использована связка «и». В дальнейшем мы

	убедимся, что символы I и связаны между собой и имеют схожие

	свойства.
	 
	 
	 
	 
	 

	Пересечение трех множеств A1, A2, A3 можно определить так

	B = A1 I(A2
	 
	 
	 
	 
	n

	I A3 ). Пересечение n множеств А1, … Аn обозначают IAi и

	 
	 
	 
	 
	 
	i=1

	определяют A1 I(A2 I(...(An−1 I An ))). Иногда используют обозначение IAi ,

	 
	 
	 
	 
	 
	i I

	где индекс
	i принадлежит некоторому конечному множеству I.



Объединением множеств А и В называется множество, состоящее из всех тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств А или В. Объединение множеств А и В обозначается A U B . Это определение равносильно следующему: A U B ={x : x A x B}

Например, если А = {1, 2, 6, 7,} и В = {2, 3, 5, 6}, то

A U B ={1, 2, 3, 5, 6, 7}.

На следующем рисунке приведены диаграммы Эйлера для пересечения (слева) и объединения (справа) множеств А и В.










	Объединение n множеств А1, … Аn
	 
	 
	n
	 
	 
	 

	обозначают
	UAi и
	определяют

	 
	 
	 
	 
	 
	i=1
	 
	 
	 

	A1 U(A2
	U(...(An−1 U An ))). Иногда используют обозначение UAi
	,
	где индекс

	i принадлежит некоторому конечному множеству I.
	 
	i I
	 
	 

	 
	А \ В
	 
	 

	 
	Пусть А и В множества. Разностью множеств
	 
	называется

	множество тех и только тех элементов А, которые не содержатся в B. Это

	определение равносильно следующему:
	A \ B ={x : x A x B }
	 

	 
	Симметрической разностью двух множеств А и В, обозначаемой

	A
	B ,
	называют множество (A \ B)U(B \ A)
	или,
	по
	–
	другому,

	A
	B ={x : (x A x B) (x B x A)}. Оно состоит из всех тех и только

	тех элементов, которые либо принадлежат А и не принадлежат B , либо

	наоборот, принадлежат В, но не А.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	На следующем рисунке приведены диаграммы Эйлера для разности

	А \ В множеств (слева) и для симметрической разности
	A
	B (справа).



	Например, если А = {1, 2, 4,
	6, 7}, а В
	= {2, 3, 4, 5,6}, то

	А \ В = {1,7} , а A B есть множество {1, 3, 5, 7}.
	 

	Обратите внимание на сходство симметрической разности со связкой

	«исключающее или» из главы 1.
	 
	 
	 
	 
	 

	Дополнение множества A,
	обозначаемое
	 
	–
	это множество элементов

	A

	универсума,
	которые
	не
	принадлежат
	А.
	Следовательно,



A =U \ A ={x : x U x A}.

При определении дополнения мы предполагаем, что все элементы множеств обладают некоторой природой, т.е. принадлежат некоторому всеобъемлющему множеству, которое называется универсум. Операция

						
	дополнения всегда
	подразумевает некоторый
	универсум U :
	A
	=U \ A .

	Например, если U — множество положительных целых чисел, а
	А = {2,

	4, 6, 8,...}
	– множество всех четных
	положительных
	чисел, то



A ={1, 3, 5, 7,...} – множество всех нечетных положительных чисел. Диаграмма Эйлера для дополнения приведена на следующем рисунке.










Пример. Пусть A={1, 2,3}, B={3,4,5}. Тогда

A U B ={1, 2, 3, 4, 5}, A I B ={3}, A \ B ={1, 2}, A B ={1, 2, 4, 5}

Декартово произведение множеств А и B, обозначаемое А х В, есть множество ((a,b): a A b B). Объект (а,b) называется упорядоченной

парой с первой компонентой а и второй компонентой b. Порядок элементов в паре существенен!

Если А пусто или В пусто, то, по определению, А х В пусто.

В том случае, когда каждое из множеств A1, A2,…, An совпадает с множеством A, мы пишем Аn для обозначения декартового (прямого) произведения n экземпляров множества А. Аn называется n – ой степенью

множества A и An : A × A ×...× A. Соответственно, A1:=A, A2 = A× A и

n раз

вообще An := A × An−1 .

В качестве следующего примера рассмотрим прямое произведение множества вещественных чисел на само себя. Множество R х R или R2 состоит из всех упорядоченных пар вещественных чисел (x, у). Их можно представлять себе как координаты точек на плоскости. Метод координат ввел Рене Декарт (1596 – 1650), отсюда название «декартово произведение». Множество R2 называется декартовой плоскостью.

Пусть B={0, 1}. Тогда множество Bn состоит из последовательностей нулей и единиц длины n. Они называются строкой бит или битовой строкой длины n.

Пример. Пусть A={x, y} и B={1,2,3}. Тогда

A × B ={(x,1), (x,2), (x,3), (y,1), (y,2), (y,3)} B × A ={(1, x),(2, x),(3, x), (1, y),(2, y),(3, y)}

B × B ={(1,1),(1,2),(1,3), (2,1),(2,2),(2,3), (3,1),(3,2),(3,3),}

Заметим, что множества A ×B и B × A различны!

Как и в случае предыдущих операций на множествах мы можем нарисовать диаграмму Эйлера, иллюстрирующую прямое произведение. Для предыдущего примера диаграмма Эйлера для прямого произведения имеет следующий вид

В заключение нашего обсуждения множеств мы покажем, как строка бит применяется для моделирования операций на конечных множествах. Пусть











S ={s1 , s2 ,..., sn } есть некоторое множество, элементы которого мы пометили

числовыми индексами для удобства ссылок. Если A S , мы поставим ему в соответствие n-битную строку (b1 ,b2 ,...,bn ), где bi =1, если si A и bi =0 в

противном случае. Такая строка бит называется характеристическим вектором подмножества A. Теперь мы можем имитировать операции на множествах логическими операциями, применяемыми к соответствующим характеристическим векторам, условившись считать 1 за Истину, а 0 за

Ложь.

Пример. Пусть S={1,2,3,4,5}, A={1,3,5} и B={3,4}.

Характеристическим вектором множества A является a=(1,0,1,0,1), а характеристический вектор множества B равен b=(0,0,1,1,0). Тогда

a b =(1,0,1,0,1) (0,0,1,1,0)= (1,0,1,1,1) a b =(1,0,1,0,1) (0,0,1,1,0)=(0,0,1,0,0) ~ a =~ (1,0,1,0,1)= (0,1,0,1,0)

Полученные векторы позволяют нам «прочитать» элементы требуемых множеств: A U B ={1,3,4,5}, A I B ={3 }и B ={1,2,5}.

2.3. Алгебра множеств

Из операций, о которых шла речь в предыдущем параграфе, можно вывести многочисленные свойства множеств. Доказательства будут основываться на соответствии между операциями на множествах и логическими операциями.

Теорема. Для произвольных множеств A и B справедливо равенство

A \ B = A I B .

Доказательство. Для доказательства равенства двух множеств нужно показать, что каждое из множеств является подмножеством другого. Это можно осуществить, выбирая произвольный элемент одного множества и

	доказывая, что он принадлежит другому множеству. Имеем

	a A \ B (a A) (a B) определение разности A \ B

	(a A) (a B) определениедополнения

	a (A I B)
	определениепересечения



Проверка обратного включения выполняется прочтением предыдущих выражений в обратном порядке. □

Теорема. Для произвольных множеств A и B справедливы равенства a) A I B = A U B

b) A U B = A I B

Для утверждения a) докажем A I B A U B . Имеем











	a 
	 
	a A I B 
	определениедополнения

	A I B

	 
	~ (a A I B) 
	определение



~ ((a A) (a B)) определениепересечения

~ (a A) ~ (a B) закон логики де Моргана

(a A) (a B) определение

(a A) (a B) определениедополнения

a (A U B) определениеобъединения

Проверка обратного включения выполняется прочтением предыдущих выражений в обратном порядке. Доказательство равенства b) выполняется аналогично. □

Обратите внимание, что при доказательстве предыдущей теоремы (законы де Моргана в теории множеств) мы использовали законы де Моргана в логике.

Теорема. Для произвольных множеств A и B справедливы равенства

Доказательство выполняется аналогично предыдущей теореме. Цепочка эквивалентных выражений для случая a) имеет вид

Проверка обратного включения выполняется прочтением предыдущих выражений в обратном порядке. Доказательство равенства б) выполняется аналогично. □

Здесь при доказательстве закона дистрибутивности в теории множеств мы использовали логический закон дистрибутивности.

Теоремы, приведенные выше, показывают, что равенства, доказанные в теории множеств, имеют свой аналог в логике. Законы для множеств, сходные с законами логики, перечислены ниже. Каждое из равенств может быть доказано с помощью логических выражений, аналогичных тем, что использованы выше.

Закон ассоциативности




Закон коммутативности














Закон дистрибутивности

Законы тождества

Законы идемпотентности

Законы дополнения

Законы де Моргана

a) A I B = A U B b) A U B = A I B

Законы поглощения

Выражение для разности

A \ B = A I B

В справедливости некоторых из перечисленных равенств мы убедились выше. Доказать другие можно аналогично, проведя формальные рассуждения. Для пояснения доказательств удобно нарисовать диаграммы Эйлера для левой и правой части равенств и убедиться, что они совпадают.

В качестве еще одного примера покажем, что A U A = A. Возьмем

	произвольный элемент x принадлежащий множеству из левой части

	равенства. Тогда x A U A (x A) (x A). В
	любом
	случае x A.

	Следовательно, A U A A . Обратно, пусть x A.
	Тогда
	очевидно, что



x A x A. Но тогда, по определению операции объединения, x A U A . Т.о. A A U A . По определению равенств множеств A = A U A.










2.4 Дальнейшие свойства множеств

Мощностью конечного множества M называется число его элементов и обозначается символом | M |. Например, =0 , {a, b, c}=3 , { }=1. Если

A = B , то множества A и B называются равномощными.

Теорема (формула включений и исключений) .

A U B = A + B − A I B

Доказательство. Из следующего рисунка следует, что множество A U B состоит из подмножеств A \ B , A I B и B \ A , которые не имеют общих элементов

Более того, A =(A \ B)U(A I B) и B =(B \ A)U(A I B). Обозначим

A \ B = m , A I B = n , B \ A = p .

Тогда A = m + n , B = n + p и

A U B = m + n + p =(m + n)+ (n + p)− n = A + B − A I B

□

Формула для подсчета мощности объединения может быть обобщена на произвольное количество множеств. Для трех множеств она может быть получена из диаграммы Эйлера

и имеет вид

A U B UC = A + B + C − A I B − B IC − A IC + A I B IC

Множество всех подмножеств множества M, или булеан множества M, обозначаемый P(M), есть множество, состоящее из всех подмножеств множества M. Например, булеан множества M = {1,2,3} есть множество

Когда M содержит 3 элемента, P(M) состоит из 23 = 8 элементов или, что то же самое, M включает 23 = 8 подмножеств. В общем случае, если M содержит n элементов, множество P(M) включает 2n элементов, т.к. M имеет 2n подмножеств. Этот факт будет доказан ниже. По этой причине P(M) часто обозначают через 2M. Поэтому 2M :={A | A M }
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