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Доля П.Г. Харьковский Национальный Университет механико – математический факультет кафедра геометрии им. А.В. Погорелова

	 
	Дискретная математика.
	 

	 
	Конспект лекций.
	 

	 
	3. Отношения.
	 

	3.1
	Бинарные отношения.....................................................................................
	1

	3.2
	Свойства отношений......................................................................................
	5

	3.3
	Отношения эквивалентности......................................................................
	12

	Упражнения. .......................................................................................................
	16

	3.1 Бинарные отношения
	 

	 
	Рассмотрим множество целых чисел Z. Между элементами этого

	множества существуют различные отношения. Так, если a, b Z , то а либо



делит b, либо не делит. В первом случае говорят, что а находится в отношении делимости к b. Если числа а и b взаимно простые, то говорят, что а и b находятся в отношении взаимной простоты. Еще один пример отношения на множестве Z дает отношение порядка: число а находится в отношении порядка к числу b, если a ≤b .

Заметим, что в первом и третьем примерах порядок элементов а и b играет существенную роль. Действительно, из того, что а делит b, вовсе не следует, что b делит а. Другими словами, нельзя путать делитель и делимое.

В качестве еще одного примера рассмотрим множество S студентов факультета и множество К читаемых вам курсов. В прямом произведении S х К можно выделить большое подмножество упорядоченных пар (s, k), обладающих свойством: студент s слушает курс k «дискретная математика». Построенное подмножество отражает отношение «...слушает...», возникающее между множествами студентов и читаемых курсов.

Что же такое отношение? Дадим определение этого понятия, пригодное при изучении любых множеств. Пусть A — произвольное непустое множество. Задание на множестве A отношения равносильно описанию всех пар (а, b) элементов из A, связанных этим отношением. При этом, как уже указывалось, важен порядок элементов пары. Но множество всех упорядоченных пар элементов из А мы называли декартовым квадратом (второй степенью) множества А. Таким образом, всякому отношению R на множестве А соответствует некоторое вполне определенное подмножество











	R A2 , состоящее из всех пар (а, b), таких,
	что а находится в отношении

	R к b. Это подмножество содержит всю информацию об отношении R.

	Определение.
	Пусть
	А — произвольное
	множество, A ≠ . Всякое

	подмножество
	R A2
	( R A×B ) называется (бинарным) отношением,



заданным на множестве A (на множестве A × B ). Говорят, что элемент а из А

находится в отношении R к элементу b из А (из B), и пишут a R b, если пара

(a,b) R .

Указанные выше три отношения на множестве Z можно теперь определить так:

Если А = {1,2,3}, а В={r,s}, так что А х В = {(1,r),(1,s), (2,r),(2,s),(3,r),(3,s)}, то R={(1,r),(1,s),(3,s)} есть отношение множеств А и В. Можно также записать 3 R s, поскольку (3, s) R . Множество А х В содержит шесть элементов, поэтому существует 26 = 64 подмножества множества А х В. Следовательно, существует 64 различных отношения на А х В.

Вот еще несколько примеров отношений:

1.Все множество А х В есть отношение множеств А и В.

2.Если А — множество действительных чисел, то {(x, y) A × A: x2 + y2 = 4}

есть бинарное отношение на А.

3. Пусть А — множество товаров в магазине, а В — множество действительных чисел. Тогда {(x, y) A × B : y −цена x} — отношение

множеств А и В.

4. Пусть А - множество женщин, а В — множество мужчин, тогда {(х,у) : у является мужем х} есть отношение множеств А и В.

5. Если А - множество людей, то {(x, y) A × A : y является родственником x}

есть бинарное отношение на А.

Область определения отношения R на А и В есть множество всех x A таких, что для некоторых y B имеем (x, y) R . Другими словами, область

определения R есть множество всех первых координат упорядоченных пар из R. Множество значений отношения R на А и В есть множество всех y B таких, что (x, y) R для некоторого x A. Другими словами, множество значений R есть множество всех вторых координат упорядоченных пар из R.

В примерах отношений, приведенных выше, в частности, в 1) область определения есть все множество А, а множество значений — все множество В. В 2) как область определения, так и множество значений совпадают с множеством {t:—2< t <2}. В 3) область определения есть множество А, а










множество значений есть множество всех действительных чисел, каждое из которых совпадает с ценой некоторого товара в магазине. В 4) область определения есть множество всех замужних женщин, а множество значений

— множество всех женатых мужчин. В 5) область определения и множество значений есть множество всех людей, имеющих родственников.

Познакомимся с двумя распространенными способами задания упорядоченных пар, принадлежаoих данному отношению.

Пусть А и В — два конечных множества и R — бинарное отношение между ними. Изобразим элементы этих множеств точками на плоскости. Для каждой упорядоченной пары отношения R нарисуем стрелку, соединяющую точки, представляющие компоненты пары. Такой объект называется ориентированным графом или орграфом, точки же, изображающие элементы множеств, принято называть вершинами графа.

Пример 1. Рассмотрим отношение V ={(x, y : x < y)} между множествами А={1,3,5,7} и В={2,4,6}. Легко видеть, что оно равно

Соответствующий ориентированный граф показан на следующем рисунке

Для иллюстрации отношения на отдельном множестве А (т.е. на A x A) мы чертим орграф, чьи вершины соответствуют одному лишь множеству A, а

	стрелки соединяют элементы этого множества.
	 

	Пример 2. Пусть на множестве A={1,2,3,4,5,6} задано
	отношение

	R ={(x, y): x − делитель y}. Перечислим все упорядоченные
	пары ему



принадлежащие: (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2), (2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4),(5,5),(6,6). Ориентированный граф будет иметь 6 вершин и имеет следующий вид

Другой способ задания бинарного отношения на конечных множествах основан на использовании таблиц. Предположим, что мы хотим определить бинарное отношение R между множествами А и В. Необходимо обозначить элементы множеств и выписать их в каком-нибудь порядке. Сделаем это так:












Для определения отношения R заполним таблицу M с n строками и m столбцами. Строки «перенумеруем» элементами множества A, а столбцы — элементами множества В в соответствии с порядком, в котором мы выписали элементы. Ячейку таблицы, стоящую на пересечении i-той строки и j-того столбца будем обозначать через М(i,j), а заполнять ее будем следующим образом:

Подобные таблицы называются n х m матрицами. В этих терминах, отношение V из примера 1 с помощью матрицы задается следующим образом:

Чтобы лучше понять такой способ задания отношений, мы явно пометили столбцы и строки матрицы элементами множеств A и B. В общем случае это делать не обязательно.

Наоборот, имея матрицу, можно «восстановить» отношение. Пусть, например, на множестве А={a,b,c,d} задана матрица

порядок строк и столбцов в которой соответствует порядку выписанных элементов множества А. Тогда отношение R содержит упорядоченные пары:

(а,b),(а,с),(b,с),(b,d),(с,d),(d,а),(d,b) и {d,d).

Мы уже говорили, что если R — бинарное отношение, то вместо записи (x, y) R можно употреблять обозначение x R y, Например, высказывание

«х — сестра у» определяет отношение на множестве всех людей. В примере 2 высказывание «х — делитель у» дает ясное словесное описание заданного отношения.

Бинарное отношение тождества, заданное на множестве A, состоит из всех пар вида (a,a), где a A, и обозначается I (или I A , если надо явно

указать, на каком множестве задано отношение).

С каждым отношением R на А х В связано отношение R-1 на В х А. Пусть R A × B есть отношение на А х В. Тогда отношение R-1 на В х А определяется следующим образом:










Другими словами, (b,a) R−1 тогда и только тогда, когда (a,b) R . Отношение R-1 называется обратным отношением к данному отношению

Пусть R={(1,r),(1,s),(3,s)}, тогда R-1={(r,1),(s,1),(s,3)}.

	Пусть R – отношение {(x,y):
	x является
	мужем
	y}, тогда обратное

	отношение R-1={(x,y): y
	жена x}.
	Пусть
	R – отношение

	{(x, y): x2 + y2 = 4}, тогда R−1 = R .
	 
	 
	 



Введем еще два стандартных отношения. Пусть есть отношение на A:

R A× A и a,b A.

Дополнение отношения: R :={(x, y): (a,b) R} Универсальное отношение: U :={(x, y): x A y A }

Аналогично отношениям на декартовом квадрате множества мы можем

определить отношение на X n = X × X ×...× X .

1442443

n раз

Подмножество R X n называется n-местным или n - арным отношением на множестве X. Говорят, что элементы x1,x2,…,xn (в указанном порядке) связаны отношением R или находятся в отношении R, если (x1 , x2 ,..., xn ) R . При n=2 мы говорим – бинарное отношение (би – означает два, т.е. между двумя элементами). При n=1 отношение называется унарным. Унарное отношение на множестве X – это просто некоторое подмножество R множества X. Унарное отношение можно трактовать как свойство: элемент x X обладает свойством R, если x R .

Подводя итог вводной части теории отношений, полезно напомнить, что бинарное отношение между конечными множествами может быть задано одним из следующих способов:

•словами (с помощью подходящих предикатов);

•как множество упорядоченных пар;

•как орграф;

•как матрица.

	3.2 Свойства отношений
	 
	 

	Рассмотрим бинарные отношения, заданные
	на одном множестве, т.е.

	R A× A, и введем некоторый набор их свойств. Говорят, что отношение R

	на множестве А:
	 
	 

	рефлексивно, если для всех x A: x R x ;
	 
	 

	антирефлексивно, если из х R y следует x ≠ y ;
	у R x; в

	симметрично, если для любых x, y A из
	х R y следует

	частности это означает, что R R−1 ;
	 
	из х R y и

	антисимметрично (кососимметрично), если для любых x, y A



у R x следует х = у , т.е. R I R−1 I ;










транзитивно, если для любой тройки элементов x,y,z из A из х R y и у R z следует х R z;

полно, если для любых x, y A из условия x ≠ y следует xRy yRx .

Пример 1. Пусть А={1,2,3,4,5,6} и пусть отношение R1 A × A есть

	множество
	R1={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,2),

	(1,4),(2,1),(2,4),(3,5),(5,3),(4,1),(4,2)}. Отношение
	R1

	рефлексивно,
	т.к. для каждого a A (a,a) R1 . Кроме того, видно,
	что



вместе с каждой парой (a,b) в R1 содержится пара (b,a). А это означает, что отношение R1 симметрично. Используя метод прямого перебора, представленного в следующей таблице, можно убедиться, что отношение R1 транзитивно.

	Проанализировав каждый возможный случай, когда
	(a,b) R1 и (b,c) R1

	получаем, что
	(a,c) R1 . Отношение R1 не является
	антисимметричным,

	поскольку (1,2) R1 и (2,1) R1 , но 1 ≠ 2 .
	 

	Примеры.
	x ≤ y рефлексивно. Рефлексивное отношение на множестве

	а) Отношение



действительных чисел изображается на координатной плоскости множеством точек, содержащим отрезки прямой y=x. Оно также транзитивно, поскольку из x ≤ y и y ≤ z следует, что x ≤ z .

б) Отношение x + y >0 симметрично, но не транзитивно.

в) Отношение x + 2 y >0 не симметрично (симметричное отношение на

множестве действительных чисел изображается на координатной плоскости множеством точек, симметричным относительно прямой y=x ).

г) Отношение включения X Y рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. Отношение строго включения X Y , X≠Y антисимметрично и транзитивно.

д) Отношение «прямая х параллельна прямой у в плоскости z» рефлексивно. Действительно, из элементарной геометрии известно, что две прямые, которые лежат в одной плоскости, параллельны, когда они совпадают, либо не имеют ни одной общей точки. Поскольку прямая х совпадает сама с собой, то пара (х, х) принадлежит данному отношению.

е) Отношение «студент х — ровесник студента у» рефлексивно, поскольку каждый студент — сам себе ровесник.








ж) Отношение «прямая х перпендикулярна прямой у в плоскости z» симметрично, поскольку, если прямая х перпендикулярна прямой у, то и прямая у перпендикулярна прямой х. Это отношение не рефлексивно.

з) Отношение «студент х является соседом по парте студента у» симметрично. Действительно, каждый студент может убедиться, что когда студент у приходится ему соседом, то студенту у приходится соседом он сам. Это отношение не рефлексивно.

и) Отношение «город х связан с городом у шоссейной дорогой» транзитивно, поскольку, если между городами х и у есть шоссейная дорога и между городами у,z также есть шоссейная дорога, то ясно, что между городами х,z тоже есть шоссейная дорога, проходящая через город y.

к) Отношения «треугольник х подобен треугольнику у», «действительное число х больше действительного числа у» очевидно транзитивны.

Пример. Что можно сказать о свойствах (рефлексивности, симметричности, кососимметричности и транзитивности) следующих отношений:

(а) «x делит у» на множестве натуральных чисел; (б) x ≠ y на множестве целых чисел.

Решение.

а) Поскольку х всегда делит сам себя, то это отношение рефлексивно. Оно, конечно, не симметрично, поскольку, например, 2 является делителем 6, но не наоборот: 6 не делит 2. Проверим, что отношение делимости транзитивно. Предположим, что х делит у, а у в свою очередь делит z. Тогда из первого предположения вытекает, что y = m x для некоторого натурального числа m,





а из второго — z = n y где z = n y = (n m)x , т.е. x делит




n — натуральное число. Следовательно, z. Значит, данное отношение транзитивно.






Наконец, наше отношение кососимметрично, поскольку из предположений: х делит у и у делит x немедленно вытекает, что у = х.

б) Так как высказывание x ≠ x ложно, то это отношение не рефлексивно. Оно симметрично, поскольку x ≠ y тогда и только тогда, когда y ≠ x . Это

отношение не обладает свойством транзитивности, так как, например, 2 ≠3 и 3 ≠ 2 , но, тем не менее, 2 = 2. Наше отношение не кососимметрично, поскольку из условий x ≠ y и y ≠ x нельзя заключить, что х = у.

Бинарное отношение R называется иррефлексивным, если a R a не имеет смысла. Например, отношение строгого порядка х < х на множестве действительных или рациональных чисел не имеет смысла, потому что оно всегда ложно.

Перечислим свойства ориентированных графов, задающих отношения на множестве A с тем или иным свойством. У ориентированного графа, изображающего рефлексивное отношение, каждая вершина снабжена петлей, т.е. стрелкой, начинающейся и заканчивающейся в одной и той же вершине. Орграф симметричного отношения вместе с каждой стрелкой из вершины х в








вершину у имеет стрелку, направленную в обратную сторону: из у в x. Если отношение кососимметрично, то при наличии стрелки из вершины x в несовпадающую с ней вершину у, стрелка из у в x будет обязательно отсутствовать. Орграф транзитивного отношения устроен так, что вместе со стрелками из вершины х в у и из у в z у него будет стрелка и из x в z.

Перечислим свойства матриц, задающих отношения. Прежде всего заметим, что матрица отношения на отдельном множестве А будет квадратной, т. е. количество ее строк будет равно количеству столбцов. Матрица М, задающая рефлексивное отношение, отличается от других тем, что каждый ее элемент, стоящий на главной диагонали М(i,i), равен И(T); матрица М симметричного отношения будет симметричной, т.е. M(i,j)=M(j,i); в матрице кососимметричного отношения выполнено условие:

(M (i, j) = И i ≠ j) M ( j,i) = Л

Если отношение R на множестве А не обладает тем или иным свойством, то его (отношение) стоит попытаться продолжить до отношения R*, которое будет иметь нужное свойство. Под «продолжением» мы понимаем присоединение некоторых упорядоченных пар к подмножеству R A× A так, что новое полученное множество R* уже будет обладать требуемым свойством. Ясно, что исходное множество R будет подмножеством в R*. В том случае, если вновь построенное множество R* будет минимальным среди всех расширений R с выделенным свойством, то говорят, что R* является замыканием R относительно данного свойства.

Более строго, R* называется замыканием отношения R относительно свойства Р, если

1.R* обладает свойством Р;

2.R R* ;

3.R* является подмножеством любого другого отношения, содержащего R, и

обладающего свойством Р.

Пример. Пусть А={1,2,3}, а отношение R на А задано упорядоченными парами R={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3)}. Оно не рефлексивно,

не симметрично и не транзитивно. Построим соответствующие замыкания. Решение.

Замыкание относительно рефлексивности должно содержать все пары вида (x, х). Поэтому, искомое замыкание имеет вид:

R* ={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3);(2,2),(3,3)},

где добавленные пары отделены от исходных точкой с запятой.

Замыкание относительно симметричности должно содержать все пары, симметричные исходным. Значит,

R* = {(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3);(2,1),(3,2)}.

Чтобы найти замыкание относительно транзитивности, необходимо выполнить несколько шагов. Так как R содержит пары (3, 1) и (1, 2),






замыкание обязано включать в себя и пару (3, 2). Аналогично, пары (2, 3) и (3, 1) добавляют пару (2, 1), а пары (3, 1) и (1, 3) — пару (3, 3). Добавим сначала эти пары:

R* {(1,1), (1, 2), (1, 3), (3,1), (2, 3); (3, 2), (2,1), (3, 3)}.

Теперь у нас возникло сочетание (2, 1) и (1, 2). Стало быть, замыкание R* должно содержать пару (2, 2). Теперь можно увидеть, что все необходимые пары мы добавили. Следовательно,

R*={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3);(3,2),(2,1),(3,3), (2,2)}.

□

Имея два заданных отношения, можно образовывать новые отношения.

	Пусть R A × B - отношение на
	A × B и S B ×C - отношение на B ×C .

	Композицией отношений S и
	R, где R A × B, S B ×C, называется



отношение T A ×C , которое определяется следующим образом

T := S o R :={(a,c): a A c C и существуетb B : (a,b) R (b,c) S}

Пример. Пусть А = {1,2,3}, В = {х, у}, а C ={s,t,c, z}и пусть отношения R на A x B и S на B x C заданы в виде:

R={(1,x),(1,y),(3,x)

S={(x,s),(x,t),(y,c),(y,z)}

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 

	S o R ={(1, s),(1,t),(1,c),(1, z),(3, s),(3,t)}
	 
	 
	 
	 

	Пример. Пусть R и S — бинарные отношения на множестве положительных

	целых чисел, заданные в виде S={(х,х+2): х
	— положительное

	целое число} и R={(х,х2): х — целое положительное число}.

	Тогда SoR={(х,х2+2): х — положительное
	целое
	число} и

	RоS={(х,(х + 2)2): х — положительное целое число}.

	Теорема. Композиция отношений ассоциативна. Т.е., если A,
	В и С -

	множества и R A × B, S B ×C, T C × D, то
	T o(S o R)=(T o S )o R .

	Доказательство. Покажем сначала, что T o(S o R) (T o S )o R .
	 
	Пусть

	(a,d ) T o(S o R), тогда существует такое c C ,
	что (a,c) S o R и (c,d T ).

	Поскольку
	(a,c) S o R , существует такое b,
	что
	(a,b) R
	и
	(b,c) S .

	Поскольку
	(b,c) S и (c,d T ) имеем (b,d ) T o S . Поскольку (b,d ) T o S и

	(a,b) R имеем (a,d ) (T o S )o R . Таким образом,
	T o(S o R)
	 
	(T o S )o R .

	Обратная часть доказательства, показывающая, что
	(T o S )o R T o(S o R),

	выполняется аналогично.
	 
	□
	 
	 



Для сокращения записей при доказательстве следующей теоремы будем использовать два специальных знака (квантора): - читается «для любого» и- читается «существует».

Теорема. Пусть R A× A - отношение на A. Тогда:

1.R рефлексивно I R ;

2.R симметрично R = R−1 ;










3.R транзитивно R o R R ;

4.R антисимметрично R I R−1 I ;

5.R антирефлексивно R I I = ;

6.R полно R U I U R−1 =U .

Доказательство. Используя определения свойств отношений, имеем:

1.: a A aRa (a,a) R I R .

: I R a A (a,a) R a A aRa .

2.( a,b A: (a,b) R (b,a) R), но(b,a) R−1 R−1 R

:

Доказательство предоставляем читателю.

Композицию бинарных отношений можно вычислить и с помощью матриц, их определяющих. Имея матрицы двух отношений, мы построим матрицу их композиции. Она называется логическим или булевым произведением матриц. Рассмотрим три множества:
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