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1 ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ МНОЖЕСТВ

1.1 Основные определения

Понятия множество и элемент выбираются в качестве исходных, поэтому им не даётся строгое математическое определение. Принято считать, что множество представляет собой объединение в одно целое различимых между собой элементов. Таким образом, синонимами слова "множество" являются слова "совокупность", "класс", "коллекция", "собрание", "список" и т.д. Для обозначения множеств и их элементов будем использовать латинские буквы, а именно: прописные буквы для обозначения множеств и строчные буквы для обозначения элементов. В случае необходимости при обозначении будем использовать индексы. Таким образом будут использоваться следующие обозначения для множеств:

A, B, ...,X, Y, Z,A1,A2,... ,

и для элементов:

a, b, ..., x, y, z,a1,a2 ,...

Утверждение " а является элементом множества А" записывается в виде а А, а утверждение " а не является элементом множества А" − в виде а А, (в случае а А говорят также, что а принадлежит А, а в случае а А, − что а не принадлежит А).

•Множества Х и Y называются равными (обозначается X=Y), если они состоят из одних и тех же элементов.

Из этого определения вытекает, что: (1.1) X=X для любого множества Х;

(1.2) Х=Y Y=X для любых множеств Х и Υ;

(1.3) Х=Υ и Υ=Ζ Х=Ζ для любых множеств Х, Υ, Ζ.

•Запись Х≠Υ означает, что множества Χ и Υ не равны, т.е. что существует элемент, принадлежащий одному из этих множеств и не принадлежащий другому.

•Множество называется пустым, если оно не содержит ни одного элемента. Все пустые множества равны друг другу, в силу чего для обозначения любого пустого множества используется один и тот же

символ (т.е. вводится стандартное обозначение пустого множества).

• Если каждый элемент множества Х является также элементом множества Υ, то говорят, что Х содержится или включается в Υ. В этом случае пишут Χ Υ. Таким образом:

(1.4) Х Υ х Χ х Υ для всех х Χ .

Из этого определения вытекает: (1.5) Х Х для любого множества Х;

(1.6) Х Υ и Υ Χ Х=Υ для любых множеств Х, Υ;
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(1.7) Х Υ и Υ Ζ Χ Ζ для любых множеств X, Y, Z; (1.8) X для любого множества Х.

ва Х=Υ достаточно показать справедливость двух включений — Χ Υ и

Υ Χ.

• Множество Х называется подмножеством множества Υ, если Χ Υ.

Из (1.5) и (1.9) следует, что для любого множества Х подмножествами являются пустое множество и само Х.

•Эти подмножества принято называть несобственными, а все отличные от них подмножества — собственными.

В тех случаях, когда одновременно имеют место соотношения Х Υ и Х≠Υ (причем последнее особенно хотят подчеркнуть в явном виде), говорят, что Χ строго включается в Υ, и используют запись Х Υ.

Таким образом:

(1.9) Х Υ Χ Υ и Χ≠Υ.

Из этого определения вытекает:

(1.10) для любого множества Х не верно, что Х Х; (1.11) Χ для любого множества Х≠ ; (1.12) Х Υ и Υ Ζ Χ Ζ для любых множеств Χ, Υ, Ζ.

Замечание 1.2 В силу (1.10) для доказательства строгого включения Χ Υ достаточно установить справедливость включения Х Υ и, кроме того, показать, что существует элемент множества Υ, не принадлежащий множеству Х.

При работе с множествами используют и включения и , определяемые следующим образом:

(1.13) Χ Υ Υ Χ;

(1.14) Х Υ Υ Χ,

а также записи, означающие, что нет места всем вышеперечисленным включениям.

• Множество, состоящее из конечного числа элементов, называется конечным , а множество, состоящее из бесконечного числа элементов,—

бесконечным.

Конечное множество Χ может быть задано перечислением всех его элементов. Для этого используется записьX = {x1,x2 ,...,xn }, т.е. все принадлежащие Χ элементы

записываются (в произвольном порядке) в явном виде и заключаются в фигурные скобки. Такая запись является громоздкой, если n достаточно велико и вообще неприемлимой, если множество состоит из бесконечного числа элементов. В этих случаях множество может быть задано с помощью характеристического свойства, т.е. свойства, которыми обладает каждый элемент этого множества и не обладает ни один элемент, не принадлежащий множеству. Если Р(х) − характеристическое свойство множества Х, то используется запись Х={х Р(х) }.

Пример 1. Пусть А={3,6}, В={2,4,6,8}, Х={х х Ν и х M2}, Υ={у | у Ν и у M2

и у M3} и Ζ={z z Ν и z M 6} (где запись aMb означает утверждение "число a делится на число b"). Тогда А Β, Β Α, Α Χ, Β Υ, Υ=Ζ, Υ Χ.
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Замечание 1.3 В дальнейшем вместо записи вида Х={х | хΑ и Р(х)} будет использоваться более компактная запись Х={х А Р(х)}

Множество − объединение в одно целое различимых между собой элементов по сходному признаку.

Конечное множество − множество, состоящее из конечного числа элементов.

Бесконечное множество − множество, состоящее из бесконечного числа элементов.

1.2Способы задания множества

1)Перечисление элементов.

Например:

А= {1,3,5,6,889,-10}

2)Задание определяющего свойства.

Например:

X = { x | 1 > х > 5, x є Z };

А = {a2 | a − четное число}.

Пустое множество – множество, не содержащее ни одного элемента. Пустое множество обозначается 

Универсальное – множество, содержащее все возможные элементы. Универсальное множество обозначается U.

Утверждение "а является элементом множества А" записывается в виде а А (а принадлежит множеству А).

Утверждение "а не является элементом множества А" записывается в виде а А (а не принадлежит множеству А).

Множества А и В называются равными (обозначается А = В), если они состоят из одних и тех же элементов.

Если каждый элемент множества А является также элементом множества В, то говорят, что А содержится или включается в В. В этом случае пишут А В. Множество A называется подмножеством множества B,если A B.

В тех случаях, когда одновременно имеют место соотношения A B и A ≠ B, говорят, что A строго включается в B, и используют запись A B.
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1.3 Операции над множествами

Объединением множеств A и B (обозначается A B) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из этих множеств, т.е A B = {а а A или а B}.

Пересечением множеств A и B (обозначается A∩B) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих каждому из этих множеств, т.е. А ∩B = {а а А и а B}.

Разностью множеств А и B (обозначается А \ B) называется множество, состоящее из всех элементов множества A , не принадлежащих множеству B, т.е. А \ B ={а а А и а B}.

Дополнением множества А в универсальном множестве U (обозначается A , ¾А) называется множество, состоящее из всех элементов универсального множества U, не принадлежащих множеству А, т.е.¾А = U \ A.

Симметрической разностью множеств A и B (обозначается A B или A

∆ B) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих в точности одному из этих множеств, т.е. A ∆ B = {а либо а A и а B, либо а A и а B}. Операция симметрической разности может быть выражена через операции объединения, пересечения и разноси следующим образом A ∆ B = (A \ B) (B \ A) = (A B) \ (A ∩ B).

Операции над множествами можно проиллюстрировать графически с помощью диаграмм Эйлера-Венна. В этом случае исходные множества изображают кругами, а множество-результат выделяют штриховкой.

	 
	 
	U
	 
	U
	 
	U

	A
	B
	A
	B
	 
	A
	B

	A B
	 
	A ∩ B
	 
	 
	 
	A \ B

	 
	 
	U
	 
	 
	 
	U

	 
	 
	A
	 
	A
	B
	 

	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	A ∆ B
	 



Рис.I. Операции над множествами: а) объединение; б) пересечение; в) разность; г) дополнение; д) симметрическая разность.
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1.4 Основные законы алгебры множеств

1)Коммутативные законы

АВ = В А

А∩ В = В ∩ А

А∆ В = В ∆ А

2)Ассоциативные законы

А(В С) = (А В) С

А∩ (В ∩ С) = (А ∩ В) ∩ С

3)Дистрибутивные законы

А(В ∩ С) = (А В) ∩ (А С)

А∩ (В С) = (А ∩ В) (А ∩ С)

	4)Законы с и U
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= U

	А = А
	А ∩ U = А
	А 
	 

	A

	А ∩ = 
	А U = U
	А ∩
	 
	= 

	A

	 
	 
	= 
	 
	 
	= U
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	U
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6) Законы идемпотентности
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	А ∩ А = А
	А А = А
	 
	 
	 
	= А

	 
	 
	 

	 
	A



7)Законы поглощения

А(А ∩ В) = А А ( A ∩ В) = А В

А∩ (А В) = А А ∩ ( A В) = А ∩ В

8)Законы де Моргана

______

A ∩ B = A B

_______

A B = A ∩ B

9) Законы склеивания

(А ∩ В) ( A ∩ В) = В

(А В) ∩ ( A В) = В

Справедливость законов алгебры множеств доказывается на основе определения равенства: Х = Y, если

1)Х Y: x X x Y;

2)Y Х: y Y y X.

Сформулированный принцип называют интуитивным принципом объемности.

Для доказательств будем использовать следующие обозначения ({ − и ; [ − или ) и соотношения :





x A ∩ B 

x A ∩ B 




x Ax B

x Ax B




x A B x A

x B

x A B x A

x B
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	x A \ B x A
	x A \ B x A ∩
	 
	x A

	B

	x B
	 
	 
	x B

	Например:
	 
	 
	 



Используя отношения принадлежности, доказать тождество

(A ∆ B) \ C = (A \ C) ∆ (B \ C).

Пусть X = (A ∆ B) \ C; Y = (A \ C) ∆ (B \ C).

Если x X x (A ∆ B) \ C 





	x A ∆ B
	x (A \ B) (B \ A)

	 
	 

	x C
	x C






x Ax B

x Bx A

x C




	x A
	 

	 
	 

	x B
	x A

	 

	x C
	 

	 
	x B

	x A
	 

	 
	x C

	x B
	 

	 
	 



x C








x A

или x B .

x C






Если y Y y (A \ C) ∆ (B \ C) 





yy

y [(A \ C) \ (B \ C)] [(B \ C) \ (A \ C)] yy

	y A
	y A
	y A
	 

	 
	 
	 
	 

	y C ИЛИ y С
	y B
	y A

	 
	 
	 
	 
	 

	y B
	y C
	y C
	 

	 
	 
	y B
	 
	 
	y B

	y B
	y A
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	y C

	y C ИЛИ y C
	y B
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	y C
	 
	 

	y A
	y C
	 

	 
	x A
	x A
	y A
	y A

	Отсюда x B
	или x B
	= y B
	или y B .

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x C
	x C
	y C
	y C






	A \ C
	y A

	B \ C
	 

	y C

	 
	 

	B \ C
	 

	y B

	A \ C
	 

	y C



y A

или y B .

y C




	И
	y B

	 

	 
	y C

	И
	y A

	 

	 
	y C








Следовательно тождество верно.
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