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Передмова

Упроцесi iсторичного розвитку взаємозв’язок математики

зiншими науками був неоднаковим. Однi науки систематично i ґрунтовно використовували математичнi методи, iншi – лише поверхнево. Iстотний вплив на глибину та характер цих взаємозв’язкiв мали рiвень розвитку математичного апарату i ступiнь зрiлостi тiєї науки, в межах якої передбачалося застосування математики. Останнє означає досягнення наукою вiдповiдного рiвня накопичення i систематизацiї знань про об’єкти, якi вивчаються, можливiсть опису їхнiх основних характеристик i властивостей на мовi математичних понять i спiввiдношень або, як тепер прийнято говорити, можливiсть побудови математичної моделi об’єкту, що дослiджується. Математична модель ґрунтується на деякому спрощеннi та iдеалiзацiї й тому нiколи не буває тотожною з розглядуваним об’єктом, не передає всiх його властивостей i особливостей, але є його приблизним вiдображенням. Однак, саме завдяки тому, що вдається замiнити реальний об’єкт його моделлю, з’являється можливiсть математичного формулювання задачi, вивчення i використання для аналiзу його властивостей вiдповiдного математичного апарату. Цей апарат не залежить вiд конкретної природи об’єкту i тому дозволяє математично описати широке коло фактiв i спостережень, провести їхнiй детальний кiлькiсний аналiз, передбачити поведiнку об’єкту в рiзних умовах, тобто зпрогнозувати результати майбутнiх спостережень.

Загальновiдомо, що математичнi моделi давно i з успiхом використовуються в механiцi, фiзицi та астрономiї. У сучасний перiод математичнi методи знайшли широке застосування також у бiологiї, хiмiї, географiї, економiцi та iнших науках.

Посiбник охоплює матерiал з курсу вищої математики для студентiв, якi навчаються у вищих навчальних закладах за технiчними, економiчними, бiологiчними, хiмiчними та географiчними спецiальностями. Значна увага в ньому придiляється не лише формулюванню i вивченню необхiдних математичних понять i фактiв, але й побудовi математичних моделей тих процесiв, якi дослiджуються.

Основу посiбника склали курси лекцiй з вищої матема-
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тики, що читалися авторами протягом багатьох рокiв студентам вказаних спецiальностей Чернiвецького нацiонального унiверситету, Чернiвецького торговельно-економiчного iнституту Київського нацiонального торговельно-економiчного унiверситету, Прикарпатського нацiонального унiверситету.

Кожний роздiл посiбника подiлено на параграфи i пункти, в яких у логiчнiй послiдовностi вводяться поняття i факти курсу вищої математики. Автори вважали за доцiльне розглядати доведення лише тих теорем, доведення яких є типовими i повчальними для того чи iншого роздiлу вищої математики, вiдображає його основнi iдеологiчнi засади i служить поглибленому вивченню. Крiм того, всi теоретичнi положення курсу iлюструються прикладами, якi полегшують засвоєння матерiалу. Значна увага авторами придiляється формуванню у студентiв вмiнь i навичок складання математичних моделей в економiчних, бiологiчних, фiзичних, хiмiчних та географiчних науках та описанню i алгоритмiзацiї методiв їхнього розв’язування. Ми вважаємо, що це є одним iз найголовнiших завдань вивчення курсу вищої математики у вузах студентами нематематичних спецiальностей. Кожний параграф посiбника завершується вправами, якi пропонуються для розв’язування в аудиторiї або для самостiйної роботи. Тому його можна використовувати i як збiрник задач i вправ.

У першiй частинi посiбника викладено достатньо повно матерiал, що стосується теорiї множин, дiйсних чисел, рiзних систем координат на площинi i в просторi, основ лiнiйної та векторної алгебри, аналiтичної геометрiї на площинi i в просторi. Крiм того, розглянуто елементи лiнiйного програмування, включаючи питання двоїстостi та транспортну задачу.

Короткий виклад теоретичного матерiалу та описання алгоритмiв розв’язування задач, разом з наведеними прикладами дають можливiсть кожному, хто буде ним користуватися, опанувати програмний матерiал i навчитися його застосовувати. При цьому автори звертали велику увагу на те, щоб мова посiбника була лаконiчною, основнi факти i твердження подавались просто й зрозумiло, i в той же час строго математично.
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Роздiл 1

Деякi питання теорiї множин. Декартовi координати на прямiй, площинi та в просторi. Полярна та сферична системи координат

У цьому роздiлi розглянемо деякi поняття теорiї множин, комбiнаторики, математичної логiки, дiйсних чисел, поняття декартових координат на прямiй, площинi та в просторi, а також познайомимося з полярною, цилiндричною та сферичною системами координат.

§1. Основнi поняття теорiї множин та математичної логiки

1.1. Множини та дiї над ними. Сукупнiсть, об’єднання, система, набiр об’єктiв певної природи називається множиною. При цьому треба чiтко окреслити клас всiх об’єктiв, що розглядаються, який називається унiверсальною множиною. Об’єкти, з яких складається множина, називаються її

елементами або точками. Множини бувають скiнченними i нескiнченними, що визначається кiлькiстю їхнiх елементiв. Множина, яка не мiстить жодного елемента, називається порожньою i позначається символом ;. Ця множина вважається скiнченною. Множини найчастiше позначають великими лiтерами латинського алфавiту A, B, C, ..., X, Y , Z, а їхнi елементи – малими a, b, c, ..., x, y, z. Якщо x – елемент множини X, то пишуть x 2 X (x належить X). Якщо x не є елементом множини X, то пишуть x 62X або x2¹X (x не належить X).

Множина X, яка складається з деяких елементiв множини Y , називається пiдмножиною множини Y . Записують цей факт так: X ½ Y або Y ¾ X (X мiститься в Y або Y мiстить X). Вважають, що ; ½ X для довiльної множини X, X ½ X i X ½ U, де U – унiверсальна множина. Символи 2; ½ називають вiдповiдно знаками належностi i включення.

Якщо множини X i Y складаються з одних i тих самих елементiв, то кажуть, що вони збiгаються i пишуть X = Y , що рiвносильно включенням X ½ Y i Y ½ X.
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Множина, елементами якої є числа, називається числовою множиною. Зокрема, промiжки числової осi є числовими множинами.

Для описання множини, утвореної з будь-яких елементiв, користуватимемося двома способами.

Для довiльних об’єктiв a1, a2, : : :, an множину з цих об’єктiв позначатимемо символом fa1; a2; : : : ; ang, тобто перераховуючи всi її елементи. Наприклад, X = fa; b; c; dg, Y = f2; 5; 7; 10g. Iнший спосiб задання полягає в описаннi спiльної властивостi об’єктiв, з яких утворюємо множину: A = fx : P (x)g. Наприклад, A = fx 2 R : 2 < x < 7g – множина всiх дiйсних чисел, якi задовольняють нерiвнiсть 2 < x < 7; B = fx 2 R : x2 ¡ 9 ·

0g – сукупнiсть розв’язкiв нерiвностi x2 ¡9 · 0, тобто множина точок вiдрiзка [¡3; 3]; C = fx 2 R : x2 ¡ 3x + 2 = 0g є сукуп-

нiстю коренiв рiвняння x2 ¡ 3x + 2 = 0, тобто це множина з двох елементiв 1 i 2.

Основними числовими множинами є такi множини:

1)натуральних чисел N = f1; 2; : : : ; n; : : :g;

2)цiлих чисел Z = f:::; ¡2; ¡1; 0; 1; 2; : : :g;

3)рацiональних чисел Q = fmn : m 2 Z; n 2 Ng, тобто множина Q складається з усiх звичайних дробiв;

4)дiйсних чисел R = fa0; a1a2 : : : : a0 2 Z, ak 2 f0; 1; :::; 9g, k 2 Ng, тобто множина R складається з усiх нескiнченних де-

сяткових дробiв. Для них правильнi спiввiдношення N ½ Z ½ Q ½ R.

Нехай a i b – дiйснi числа, причому a < b. Використовуватимемо такi позначення:





fx 2 R : a · x · bg = [a; b]; fx 2 R : a · x < bg = [a; b); fx 2 R : a · xg = [a; +1); fx 2 R : x · bg = (¡1; b];




fx 2 R : a < x · bg = (a; b]; fx 2 R : a < x < bg = (a; b); fx 2 R : a < xg = (a; +1); fx 2 R : x < bg = (¡1; b):






Цi множини називаються промiжками, причому [a; b] називають вiдрiзком або сегментом, [a; b), (a; b], [a; +1) i (¡1; b] – напiвiнтервалами, а (a; b), (a; +1), (¡1; b) – iнтервалами. Промiжки [a; b], (a; b], [a; b), (a; b) називають об-
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меженими; a i b – їхнiми кiнцями. Решту промiжкiв називають необмеженими.

Над множинами можна виконувати такi дiї: об’єднання, перерiз, доповнення, рiзниця, декартiв добуток.

Об’єднанням A [ B двох множин A i B називають множину, елементи якої належать хоча б однiй з цих множин.

	 
	 
	B

	A
	B
	A

	 

	 
	U
	U



Аналогiчно, об’єднанням кiлькох множин A1, A2, ..., An називається множина C усiх тих i тiльки тих елементiв, якi на-

лежать хоча б однiй з цих множин: C = A1 [ A2 [ ::: [ An або

C = Sn Ai.

	i=1
	 
	 

	Перерiзом множин A i B на-
	 
	 

	 
	 

	зивається множина, елементи якої
	 
	 

	належать обом цим множинам i
	A
	B

	позначається вона A \ B.
	 
	U



Перерiзом кiлькох множин A1, A2, ..., An називається мно-

жина C усiх їх спiльних елементiв i позначається так: C =

A1 \ A2 \ ::: \ An або C = Tn Ai.





i=1

Доповнення множини A – це така множина A, елементами якої є лише тi елементи вiдповiдної унiверсальної множини U, що не належать A.

Рiзниця множин A i B – множина A n B, яка дорiвнює A \ B, тобто складається з тих елементiв множини A, що не належать B.




	A

	U



B

A

U






Декартiв добуток множин A i B – це така множина A£B

– елементами якої є всi пари (a; b), де a 2 A, b 2 B. При цьому
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вважається, що (a1; b1) = (a2; b2) тодi й тiльки тодi, коли a1 = a2, b1 = b2. Аналогiчно визначається декартiв добуток множин

A1, A2, ..., An, а саме: A1 £A2 £::: £An = f(a1; a2; :::; an) : a1 2

A1; a2 2 A2; :::; an 2 Ang.

Приклад 1. Знайти A[B i A\B, якщо: 1) A = f¡2; ¡1; 0; 3; 5g,

B = f¡2; 0; 4; 5g; 2) A = f1; 2; 3g, B = f¡1g; 3) A = [0; 1), B = (12 ; 2].

JМаємо 1) A [ B = f¡2; ¡1; 0; 3; 4; 5g, A \ B = f¡2; 0; 5g;

2)A [ B = f¡1; 1; 2; 3g, A \ B = ;;

3)A [ B = [0; 2], A \ B = (12 ; 1). I

Приклад 2. Довести, що A [ B = A\B для довiльних множин

A i B.

JНехай x 2 A [ B. Тодi x 62A [ B, звiдки випливає, що x 62A i x 62B, тобто x 2 A i x 2 B. Останнє означає, що x 2 A \ B, i отже, A [ B ½ A \ B. Повторивши цi мiркування у зворотному порядку,

одержимо A [ B ¾ A \ B. Тому A [ B = A \ B. I

Приклад 3. Нехай множини A, B, C мають вiдповiдно два, чотири i шiсть елементiв. Скiльки елементiв має множина A£B£C?

J Згiдно з означенням декартового добутку A£B£C = f(a; b; c) : a 2 A; b 2 B; c 2 Cg. Оскiльки a може набувати два значення з A, b

– чотири значення з B, c – шiсть значень з C, то всього матимемо 2¢4¢6 = 48 трiйок вигляду (a; b; c). Тому A£B£C має 48 елементiв. I

Будемо говорити, що мiж елементами множин A i B встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть, якщо кожному елементу множини A вiдповiдає єдиний елемент множини B i, навпаки, кожному елементу множини B вiдповiдає єдиний елемент множини A.

Якщо мiж елементами множин A i B встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть, то цi множини називають еквiвалентними i пишуть A » B. Очевидно, що еквiвалентнi скiнченнi множини мають однакову кiлькiсть елементiв або, як кажуть, мають однакову потужнiсть.

Множину, яка еквiвалентна множинi натуральних чисел N, називають злiченною. Очевидно, що всi злiченнi множини еквiвалентнi.

1.2. Елементи комбiнаторики. У багатьох прикладних задачах доводиться пiдраховувати число всiх пiдмножин
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даної скiнченної множини, якi задовольняють певнi умови. Цi задачi вивчає комбiнаторика.

Нехай A – множина, число елементiв якої N(A) = n. Таку множину називають n-множиною.

В основi багатьох теорем i формул комбiнаторики лежать правила суми i добутку.

Правило суми. Якщо деякий об’єкт a можна вибрати m способами, а об’єкт b – n способами, причому нiякий вибiр a не збiгається з жодним з виборiв b, то один з об’єктiв a або b можна вибрати m + n способами.

На мовi множин дане правило означає, що коли A є m- множиною, B – n-множиною, причому A\B = ;, то N(A[B) =

N(A) + N(B) = m + n.

Правило добутку. Якщо об’єкт a можна вибрати m способами i при кожному виборi об’єкта a об’єкт b можна вибрати n способами, то вибiр пари (a; b) можна здiйснити mn способами.

На мовi множин правило добутку означає, що коли A є m- множиною, B – n-множиною, причому A\B = ;, то N(A£B) =

N(A) ¢ N(B) = mn.

Приклад 4. Скiльки чотирицифрових чисел можна утворити з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, якщо: а) жодна з цифр не повторюється; б) цифри можуть повторюватися?

J а) Першою цифрою може бути одна з цифр 1, 2, 3, 4, 5. Якщо перша цифра вибрана, то друга може бути вибрана 5 способами, третя – 4 способами, четверта – 3 способами. Згiдно з правилом множення, загальна кiлькiсть способiв дорiвнює 5 ¢ 5 ¢ 4 ¢ 3 = 300.

б) У цьому випадку першою цифрою може бути одна з цифр 1, 2, 3, 4, 5, тобто 5 випадкiв. Для кожної наступної маємо 6 випадкiв (0, 1, 2, 3, 4, 5). Отже, шукана кiлькiсть чотиризначних чисел дорiвнює

5 ¢ 6 ¢ 6 ¢ 6 = 5 ¢ 63 = 1080. I

Множину A називають упорядкованою, коли в нiй встановлено вiдношення порядку Á, яке має такi властивостi:

1) для будь-яких fa; bg ½ A або a Á b (a передує b), або b Á a;

2) якщо a Á b, b Á c, то a Á c.

Для впорядкування n-множини A досить кожному її елементу приписати один з номерiв 1, 2, ...,n або просто запи-
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сати її елементи в певному порядку. Наприклад, множину A = fa; b; cg можна впорядкувати так: (a; b; c), (b; a; c), (a; c; b),

(b; c; a), (c; a; b), (c; b; a).

Двi впорядкованi множини вважають рiвними, якщо вони складаються з тих самих елементiв i однаково впорядкованi.

Нехай є n-множина A i деяке натуральне число k · n. Розмiщенням з n елементiв по k називають будь-яку впорядковану k-пiдмножину множини A. Число розмiщень з n елементiв по k позначають символом Akn. Обчислюється це число за формулою

	Ank = n(n ¡ 1) : : : (n ¡ k + 1):
	(1)



Справдi, розглянемо деяку впорядковану k-пiдмножину fa1; a2; :::; akg n-множини A. Перший елемент a1 можна вибрати n способами, другий елемент a2 – (n ¡ 1) способами, ..., останнiй елемент ak – (n ¡ k + 1) способами. Згiдно з правилом

добутку одержуємо формулу (1).

Приклад 5. Правлiння фiрми складається з 7 осiб. Скiлькома способами з них можна обрати голову правлiння, директора та менеджера.

J Скористаємося формулою (1), де n = 7, k = 3:

A37 = 7 ¢ 6 ¢ 5 = 210: I

Розмiщення з n елементiв по n називаються перестановками з n елементiв i їхня кiлькiсть позначається Pn.

Очевидно, що Pn – це число рiзних способiв, якими можна впорядкувати n-множину, i, отже, Pn = Ann. З формули (1) випливає, що

	Pn = 1 ¢ 2 ¢ ::: ¢ n ´ n!:
	(2)



Приклад 6. Скiлькома способами можна скласти список з 8 студентiв.

J Оскiльки складання списку є певним упорядкуванням множини з 8 осiб, то маємо P8 = 8! = 40 320.

Отже, список можна скласти 40 320 способами. I

Комбiнацiєю з n елементiв по k називається будь-яка k- пiдмножина n-множини A. Число всiх комбiнацiй з n елементiв по k позначається символом Cnk.
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