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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА

Ваньков Б.П. 2004 г.

Исчисление высказываний.

1.Пропозициональные связки и формы.

2.Тавтологии.

3.Полные системы связок.

4.Формальные теории.

5.Исчисление высказываний (теории L).

6.Теоремы теории L.

7.Полнота и непротиворечивость теории L.

Теории I порядка.

1.Символы теорий I порядка К.

2.Теоремы и формулы теории К.

3.Интерпретация, модели.

4.Аксиомы и правила вывода теорий I порядка. Примеры теорий I порядка.

5.Теоремы о частном случае тавтологии и непротиворечивости исчисления предикатов.

6.Теорема дедукции для исчисления предикатов.

7.Лемма Гёделя о нумерации термов, формул.

8.Лемма Линденбаума.

9.Лемма Гёделя о счетной модели.

10.Теорема Гёделя.

Теорема Геделя о неполноте.

1. Теорема Геделя о неполноте. Определения алгоритма.







Исчисление высказываний

В начале ХХ века математический мир был потрясён открытием парадоксов Например. семантический парадокс лжеца: некто говорит: « Я лгу ». Если он при этом лжёт, то он не лжёт. Если же он при этом не лжёт, то он лжёт. Таким образом, он лжёт и не лжёт одновременно.

Логический парадокс ( Рассел, 1902 ): заметим сначала что некоторые множества могут быть элементами самого себя, например, множество всех множеств является элементом самого себя. А, например, множество всех людей не является человеком, то есть не является элементом самого себя. Если рассмотрим множество А, состоящее из всех множеств, которые не являются элементом самого себя, то А будет одновременно принадлежать и не принадлежать самому себе.

Анализ этих и других парадоксов, которые не имеют логических изъянов, привёл к различным планам их устранения и явился новым стимулом для получения глубоких и опустошительных результатов Гёделя, Тарского, Чёрча, Россера, Клини и многих других, позволившим математической логике завоевать положение независимой ветви математики.

Задачей логики является анализ и синтез правильных способов рассуждений. Если при этом предметом исследований является математика и используется математический аппарат, то имеет место математическая логика.

1. Алгебра высказываний.

Высказыванием называется повествовательное предложение, относительно которого можно сказать истинно оно или ложно.

Например. «Существуют прямоугольные треугольники» является истинным высказыванием ( И ). А предложение »Треугольник является прямоугольным» не является высказыванием, так как мы не знаем о каком треугольнике идёт речь. Предложение « На Луне живут тигры » является ложным высказыванием ( Л ).

Высказывания обозначаются заглавными буквами латинского алфавита A, B, C,…, называемыми пропозициональными буквами.

Из простых высказываний можно получить сложное высказывание при помощи логических операций: отрицание А, обозначаемое А и соответствующее « не А»; конъюнкция А и В, обозначаемая А &В и соответствующая « А и В »; дизъюнкция А и В, обозначаемая А В и соответствующая « А или В », где « или » понимается в соединительном смысле; импликация А и В, обозначаемая А → В и соответствующая « если А, то В », эквивалентность А и В, обозначаемая А↔ В и соответствующая « А тогда и только тогда, когда В ».

Логические операции определяются при помощи следующей таблицы

	A
	B
	¬A
	A & B
	A B
	A→B
	A ↔B

	и
	и
	л
	и
	и
	и
	и

	л
	и
	и
	л
	и
	и
	л

	и
	л
	л
	л
	и
	л
	л

	л
	л
	и
	л
	л
	и
	и








Таким образом, ¬A – Л, если А – И; A – И, если А – Л; конъюнкция A & B

– И тогда и только тогда, когда оба конъюнктивных члена А и В истинны; дизъюнкция A B – Л тогда и только тогда, когда оба дизъюнктивных члена ложны; импликация A→B – Л тогда и только тогда, когда посылка А – И, а заключение В – Л; эквивалентность A ↔B – И тогда и только тогда, когда оба эквивалентных члена одинаково истины или одинаково ложны.

Заметим, что для двух букв в таблице имеем 4 строчки распределения всех истинностных значений двух пропозициональных букв А и В. Для n букв будем

	иметь 2n строчек.
	 
	 

	 
	Пропозициональные формы получаются из пропозиционных букв при помощи

	всех этих логических операций, а именно:
	 
	 

	1.
	Пропозициональные буквы A, B, ... – пропозициональные формы.
	 

	2.
	Если A, B - пропозициональные формы, то
	A, A&B, A B,
	A →B, A ↔B -

	 
	пропозициональные формы.
	 
	 

	3.
	Выражение является пропозициональной формой тогда и только тогда, когда

	 
	это следует из 1 и 2.
	 
	 

	 
	Например, выражение : (((( A) →((B&С) ( A))) →В) ↔А)
	является

	 
	пропозициональной формой.
	 
	 



Договоримся об экономии скобок в пропозициональных формах.

1)Опускаем внешние скобки.

2)Опускаем скобки, если их можно восстановить следующим образом: сначала восстанавливаем скобки для отрицания, заключая в них наименьшую форму , следующую после ¬, затем для конъюнкции, заключая в них наименьшие формы, окружающие &, затем аналогично для дизъюнкции , для импликации→ и для эквивалентности ↔.

3)Если в пропозициональной форме имеется последовательность одной и той же связки, то скобки восстанавливаются слева направо.

Например, приведённую выше пропозициональную форму можно записать без скобок: ¬A →B&С ¬A →В ↔А .

↑

главная связка.

Связка, которая применяется последней, называется главной.

Всякая пропозициональная форма определяет истинностную функцию, которая принимает значения истина или ложь при некотором распределении истинностных значений, входящих в нее переменных.

Графиком её является таблица истинности.

Например, построим таблицу истинности для приведённой выше пропозициональной формы, записывая под пропозициональными буквами и связками истинностные значения.. Так как пропозициональная форма содержит 3 пропозициональные буквы А, В, С, то будем иметь 23 =8 строчек. При этом для А И и Л будем чередовать по одному, для В – по два, для С – по 4.

¬ A → B & С A → В ↔ А .

Л И И И И И И Л И И И И И
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Упражнения Постройте таблицы истинности для следующих пропозициональных форм

a)((((A&B) (¬A))→B)↔(A&(¬B)));

б)((((¬A)&(¬B))→((C&(¬B))& A))↔((¬C) A)); в)(((A→(B (C& A)))↔B))→(D (¬D))−тавтология.







2. Тавтологии.

Заметим, что пропозициональная форма A →B&С A принимает значение И при всевозможных распределениях входящих в неё пропозициональных букв.

Пропозициональная форма, которая принимает значение И при всевозможных распределениях истинностных значений для входящих в неё пропозициональных букв, называется тождественно-истинной или тавтологией.

Например, А ¬A является тавтологией, выражающей закон исключённого третьего.

Для доказательства того, что пропозициональная форма является тавтологией достаточно построить таблицу истинности.

Например, пропозициональная форма ( В→ А) →(( ¬В→А) →B) является тавтологией, которая выражает способ доказательства утверждений методом от противного: если из предположения несправедливости утверждения В

	получаются два взаимно исключающие утверждения А и
	A( противоречие ), то

	утверждение В справедливо.
	 

	Докажем методом от противного тавтологию ( В→
	А) →(( ¬В→А) →B)



, располагая предполагаемое ложное значение под главной связкой и получаемые значения пропозициональных форм , последовательно в каждой строчке:

( ¬ В → ¬ А ) → (( В → А ) → B )

	Л
	 

	И
	Л

	И
	Л



ИИ

И

Л

Л

Таким образом, получили, что посылка ( В → А ) принимает одновременно значение И и Л. Поэтому наше предположение , что пропозициональная форма принимает значение Л при некотором распределении входящих в неё пропозициональных букв , является неверным, что и доказывает тавтологию.

Если A →B является тавтологией, то В называется логическим следствием А. Если A ↔B является тавтологией, то А и В называются логически

эквивалентными или равносильными и записывается А В. Предложение 1. Для любых форм А и В справедливы равносильности

	1.
	¬¬A A
	- закон двойного отрицания

	2.
	A & B B & A
	- коммутативность конъюнкции

	3.
	A B B A
	- коммутативность дизъюнкции



4.A & (B & C ) (A & B) & C - ассоциативность конъюнкции

5.A (B C) (A B) C - ассоциативность дизъюнкции

6.A & (B C) (A & B) (A & C) - дистрибутивность конъюнкции относительно

дизъюнкции

7.A (B & C) (A B) & (A C) - дистрибутивность дизъюнкции относительно




конъюнкции








	8.
	A & (A B) A
	- законы

	9.
	A (A & B) A
	поглощения

	10.
	A → B ¬В → ¬А
	- закон контрапозиции

	11.
	A & A A
	- идемпотентность конъюнкции

	12.
	A A A
	- идемпотентность дизъюнкции

	13.
	A & И А, A & Л Л , A И И , A Л А

	14. ¬(A & B) ¬A ¬B
	- законы

	15. ¬(A B) ¬A & ¬B
	Де Моргана

	16.
	A → B ¬A B
	- выражение

	17.
	A → B ¬(A & ¬B)
	одних

	18.
	A & B ¬(A →¬B)
	связок

	19.
	A B ¬A → B
	через

	20.
	A ↔ B (A → B) & (B → A) другие



Доказательство. Достаточно построить таблицы истинности.

	Заметим, что , например, закон контрапозиции
	утверждает, что прямая

	теорема вида A → B равносильна противоположной
	обратной теореме вида



¬В → ¬А.

Например, утверждение: «Если точки плоскости равноудалены от сторон угла, то они лежат на биссектрисе данного угла» равносильно утверждению: «Если точка плоскости не лежит на биссектрисе данного угла, то она не равноудалена от сторон этого угла».

Предложение 2. Если A, A →B тавтология, то B – тавтология.

Доказательство. Если предположить противное, то есть, что при некотором распределении В принимает значение Л, то А, являясь по условию тавтологией, при этом распределении будет принимать значение И. Поэтому А→В примет значение Л, что противоречит условию. Таким образом , В является тавтологией.

Предложение 3. Пусть А - тавтология, содержащая пропозициональные буквыА1,А2, ..., Аn. Если В получается из А подстановкой вместо букв А1, ..., Аn пропозициональных форм А1, А2, ..., Аn, то В тавтология.

Доказательство. Если при некотором распределении истинных значений А1, А2, ..., Аn формы А1, А2, ..., Аn, принимают значения х1, х2, ..., хn соответственно, где хi {И,Л}, то форма В примет такое же истинное значение при данном распределении, какое примет форма А, если вместо букв А1, ..., Аn подставить х1,

..., хn ( в силу образования В), то есть значение И, так как А является тавтологией по условию. Таким образом, В при произвольном распределении принимает значение И, то есть является тавтологией.

	Предложение
	4. Если
	пропозициональная
	форма В
	получается из

	пропозициональной
	формы
	А посредством замены одного
	или несколько



вхождений подформы А на В , то пропозициональная форма (А↔В) →(А1 ↔В1 )является тавтологией.

В частности, если А и В логически эквивалентны, то А1 и В1 - логически эквивалентны.

Доказательство. Если при некотором распределении истинных значений А и В принимают разные значения, то посылка А↔В – И. Поэтому импликация истинна. Если А и В принимают одинаковые значения, то в силу образования В1 из










D B

¬С& ¬B


А1 , формы А1 и В1 тоже принимают одинаковые значения. Таким образом, посылка и заключение истинны. Следовательно, импликация является истинной.

Утверждение называются логически правильным, если получено из тавтологии подстановкой вместо одних и тех же пропозициональных букв одних и тех же высказываний.

Чтобы установить является ли рассуждение логически правильным, надо перевести его на формальный язык, обозначая одними и теми же пропозициональными буквами одни и те же простые высказывания, и проверить является ли заключение логическим следствием конъюнкции посылок.

Например, проверим логическую правильность следующего рассуждения .

Если школа будет готовить хороших выпускников ( А ) то другие организации будут чувствовать себя в долгу ( В ), а администрация школы получит представление о возможном благополучии ( С). Если другие организации будут чувствовать себя в долгу( В ), то они могут оказать содействие в развитии образования ( D ). Если администрация школы получит представление о возможном благополучии ( С ), то она ослабит усилия, направленные на развитие образования ( E ). Если школа не будет готовить хороших выпускников ( А ), то общество рискует остаться без будущего ( F). Следовательно, либо другие организации будут чувствовать себя в долгу ( В ) и школа ослабит свои усилия, направленные на развитие образования ( E ), либо общество рискует остаться без будущего ( F).

Получаем пропозициональную форму, соответствующую данному рассуждению,

(А→ В& C) & (В → D) & (С → E) & (¬А→ F) → (В& D → F) , которая является

тавтологией. ( Предлагается читателю провести доказательство самостоятельно). Поэтому рассуждение является логически правильным.

Если в логически правильном рассуждении истины все его посылки, то, в силу предложения 2, истинным будет и вывод рассуждения.

Пример. Определите, где зарыт клад, если известно, что он зарыт или под дубом или под сосной или под берёзой и что три из следующих пяти посланий являются верными.

X: «Клад зарыт или под дубом или под сосной».

Y:«Клад не зарыт ни под дубом ни под берёзой».

Z:«Первое и второе послание не верны».

U:«Из первых двух посланий одно верное, а другое не верное».

V:«Четвёртое послание является не верным».

Решение. Введём обозначения. D – « клад зарыт под дубом », C – « клад зарыт под сосной », B – « клад зарыт под берёзой».Тогда послания будут иметь вид:

X:

Y:

Z:¬X&¬Y ¬(D C)&¬¬( C&¬B) (¬D&¬C)&(¬¬C ¬¬B) 

(¬D&¬C)&(C B) (¬D&¬C&C) (¬D&¬C&B) 

(¬D&Л) (¬D&¬C&B) Л (¬D&¬C&B) ¬D&¬C&B






U:¬X&Y X&¬Y ¬(D C)&(¬C&¬B) (D C)&¬¬( C&¬B) 

(¬D&¬C)&(¬C&¬B) (D C)&(¬¬C¬¬B) 

(¬D&¬C&¬C&¬B) (D C)&(C B) 

(¬D&¬C&¬B) (D C)&(C B) Л (D C)&C (D C)&B) 

(D C)&C (D C)&B) C (D C)&B) 

C (D&B C&B) C (Л Л) C Л C

V: ¬U ¬C

Таким образом, верными тремя посланиями могут быть X, Y и V, что равносильно высказыванию D, то есть клад зарыт под дубом.

Упражнения.

1. Докажите тавтологии:

a)¬A→(A→B);

б)(A→(B→C))→((A→B)→(A→C)); в)(A→B) (B→A);

г)A ¬A;

д)(A→B) (A→¬B);

е)(A→C)→((B→C)→(A B→C)); ж)(B→C)→(A B→A C);

з)(A&B→C)→(A→(B→C));

и)(A→B)&(C→D)→(A&C→B&D); к)(A→(B→C))→(A&B→C);

Л)(A→B)&(C→D)→(A C→B D);

М)(A&B→C D) ((A→¬C)&(B→¬D)); Н)((A→C)→(B→C)) (A D→B D); О)(A→C)→((B→C)→(A B→C)).






2. Докажите равносильности:

а)¬¬A A;

б)A& B B & A;

в)A B B A;

г)A& (B &C) (A& B) &C;

д)A (B C) (A B) C;

е)A& (B C) (A& B) (A&C);

ж)A (B &C) (A B) & (A C); з)A& (A B) A;

и)A (A& B) A; k)A& A A;

л)A A A;

м)A&U U;

н)A& Л Л;

о)A U U;

п)А Л Л;

р)¬(A& B) ¬A ¬B; c)¬(A B) ¬A& ¬B; т)A→B ¬A B;

у)A→B ¬(A& ¬B);

ф)A↔B (A→B) & (B → A); x)A (B &C) (A B) & (A C)

3. Проверить логическую правильность рассуждений:

А) Если Джон не встречал этой ночью Смита, то либо Смит был преступником, либо Джон лжет. Если Смит не был преступником, то Джон не встречал Смита этой ночью и преступление имело место после полуночи. Если преступление имело место после полуночи то либо Смит был преступником, либо Джон лжет. Следовательно, Смит был преступником.

Б) Если строить противоатомные убежища, то другие государства будут чувствовать себя в опасности, а наш народ получит ложное представление о своей безопасности. Если другие страны будут чувствовать себя в опасности, то они смогут начать войну. Если наш народ получит ложное представление о безопасности, то он ослабит свои мирные усилия. Если же не строить убежища, то мы рискуем иметь колоссальные потери в случае войны. Следовательно, либо другие страны могут начать войну, и наш народ ослабит свои усилия, либо мы рискуем иметь колоссальные потери в случае войны.






В) Если капиталовложения остаются постоянными, то возрастут правительственные расходы или возникнет безработица. Если правительственные расходы не возрастут, то налоги будут снижены. Если налоги будут снижены и капиталовложения останутся постоянными, то безработица не возникнет. Следовательно, если капиталовложения останутся постоянными, то правительственные расходы возрастут.

4. Проверьте совместность множества утверждений, для чего проверьте, является ли их & противоречием, или нет:

А) Если курс ценных бумаг растет или процентная ставка снижается, то либо курс акций, либо налоги не повышаются. Курс акций понижается тогда и только тогда, когда растет курс ценных бумаг и растут налоги. Если процентная ставка снижается, то либо курс акций не понижается, либо курс ценных бумаг не растет. Либо повышаются налоги, либо курс акций

понижается и снижается процентная ставка.

Б) Если вечер скучен, то или Алиса начинает плакать или Анатоль рассказывает смешные истории. Если Сильвестр приходит на вечер, то или вечер скучен или Алиса начинает плакать. Если Анатоль рассказывает смешные истории, то Алиса не начинает плакать. Сильвестр приходит на вечер тогда и только тогда когда Анатоль не рассказывает смешные истории.
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