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	ВВЕДЕНИЕ

	 
	Введение



Пособие посвящено изложению фундаментальных понятий и классических результатов теории роста целых функций одной комплексной переменной.

Систематическое изучение целых функций началось в последней четверти прошлого столетия в работах К.Вейрштрасса, Г.Миттаг-Леффлера и других математиков. Как отдельная научная дисциплина теория целых функций выделилась на рубеже девятнадцатого и двадцатого столетий после работ Ж.Адамара, Э.Бореля, Э.Лагерра.

Âпроцессе становления и развития этой теории были обнаружены ее многочисленные связи с дифференциальными уравнениями, теорией чи- сел, функциональным анализом, математической физикой, теорией вероятностей и другими математическими дисциплинами, в которых она нашла полезные приложения.

При построении общей теории, а затем и в приложениях, наиболее плодотворным оказался раздел, в котором изучался глобальный рост целых функций и его взаимосвязь с ростом этих функций по различ- ным направлениям и распределением их корней в плоскости. Изложение основ теории роста целых функций одной переменной и составляет содержание настоящего пособия.

Âглаве 1 излагаются основные факты о классических характеристиках роста целых функций порядке и типе.

Глава 2 посвящена теоремам о факторизации целых функций. Другими словами, речь в этой главе идет о представлении функции в виде бесконечного произведения канонических множителей Вейерштрасса. В зависимости от роста функции удается указать представления, которые обладают дополнительными полезными свойствами. Последнее обстоятельство связано с тем, что имеется непосредственная связь между порядком и типом функции и распределением ее корней в плоскости.

Âглаве 3 изучаются свойства индикатора целой функции и доказывается теорема Полиа о связи между индикатором и особенностями функции, сопряженной с исходной функцией по Борелю.

Пособие представляет собой переработанный и дополненный курс лекций по теории целых функций, читавшихся в течении ряда лет в Ростовском государственном университете для студентов, специализировавшихся на кафедре математического анализа. При подготовке первых двух глав авторы существенно использовали методические указания

А.В.Абанина, Ю.Ф.Коробейника и Т.И.Коршиковой ½Целые функции “

(см. список литературы в конце пособия).

Пособие предназначено для студентов магистратуры, специализиру-
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ющихся по магистерской программе ½Комплексный анализ“ направления ½Математика“. В силу сказанного выше оно может представлять интерес и для магистрантов других программ направлений ½Математика “, ½Прикладная математика“ и ½Механика“. Содержание пособия тесно связано

с научными исследованиями, ведущимися на кафедре математического анализа по теории представляющих систем, интерполяционных задач, операторов свертки и др., и призвано обеспечить необходимую для выпускников магистратуры и аспирантуры фундаментальную подготовку по теории целых функций. Практически все результаты классиче- ской теории снабжены исчерпывающими доказательствами. Приводятся упражнения, которые призваны помочь читателю глубже усвоить основные методы теории и выработать у него самостоятельность и творческие навыки при решении задач.









удовлетворяет условию (1.2).

C àá-
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Глава 1. Порядок и тип целой функции

1. Характеризация целых функций

Определение 1.1. Целой функцией называется функция комплексного переменного, аналитическая во всей плоскости.

Совокупность всех целых функций обычно обозначается через H(C),

A(C) èëè A∞. В дальнейшем будем использовать символ H(C). Заметим,

что в силу теорем об операциях с аналитическими функциями сумма, разность, произведение и суперпозиция конечного числа целых функций являются целыми функциями.

Наша ближайшая цель охарактеризовать целые функции через их тейлоровские коэффициенты и в терминах их поведения в окрестности бесконечно удаленной точки.

1.1. Характеризация целой функции в терминах ее тейлоровских коэффициентов. Согласно теореме о разложении аналитической

функции в ряд Тейлора каждая целая функция f представима в солютно сходящимся во всей плоскости рядом Тейлора-Маклорена

	 
	 
	 
	 
	f(z) =
	 
	 
	∞
	fk zk ,
	(1.1)

	 
	 
	 
	 
	=0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Xk
	 
	 
	 
	 

	 
	f(k)(0)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ãäå fk =
	 
	 
	(k
	= 0, 1, . . .) тейлоровские коэффициенты f. Ïî-

	k!
	 

	скольку радиус сходимости ряда (1.1) бесконечен, то по формуле Коши-

	Адамара
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	lim k
	 
	 
	f
	 
	 
	= 0
	 

	или, что то же самое,
	k→∞p| k
	|
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	klim k
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	|fk| = 0 .
	(1.2)

	 
	 
	 
	 
	→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	последовательность
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Обратно, если
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	{fk}k∞=0 комплексных чисел удовлето-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞

	ряют условию (1.2), то соответствующий ряд f(z) =
	fk zk аболютно

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Xk



сходится во всей коплексной плоскости. Следовательно, его сумма f аналитична в C, òî åñòü f является целой функцией.

Таким образом, справедлив следующий результат, характеризующий целую функцию в терминах тейлоровских коэффициентов.

Предложение 1.1. Пусть функция f аналитична в некоторой

окрестности точки z = 0 и fk (k = 0, 1, . . .) ее тейлоровские коэффициенты. Тогда f H(C) в том и только в том случае, когда последовательность {fk}∞k=0
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В силу единственности разложения аналитической в окрестности точ- ки z = 0 функции в ряд по степеням z из предложения 1.1 следует, что

между классом H(C) и совокупностью числовых последовательностей,

удовлетворяющих условию (1.2), имеет место взаимнооднозначное соответствие.

1.2. Характеризация целой функции в соответсвии с ее поведением в окрестности бесконечно удаленной точки.

При исследовании целой функции определяющее значение имеет ее поведение в окрестности бесконечно удаленной точки ( z = ∞).

Заметим, что если f целая функция и бесконечно удаленная точка является устранимой особой точкой f, то по теореме Лиувилля f являет-

ся постоянной в C (поясните, каким образом здесь применяется теореме Лиувилля). Следовательно, если f H(C) è f отлична от постоянной, то z = ∞ либо полюс, либо существенно особая точка функции f.

Отметим, что для любой целой функции f ее разложение (1.1) в ряд Тейлора в окрестности точки z = 0 является одновременно и разложением f в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки. При этом, как известно из общего курса ТФКП, правильная часть этого ло-

рановского разложения состоит из одного слагаемого f0, а главная часть

X∞

совпадает с остальным рядом f1 z + f2 z2 + . . . = fk zk.

k=1

В зависимости от характера лорановского разложения в окрестности бесконечно удаленной точки все целые функции можно разбить на три класса:

1)функции f, для которых главная часть отсутствует (то есть постоянные): f(z) ≡ f0;

2)функции f, для которых главная часть состоит из конечного чиcла

слагаемых :

Xp

f(z) = fk zk, fp 6= 0, 1 6 p < ∞ (то есть многочлены степени p > 1);

k=0

3) функции f, для которых главная часть состоит из бесконечного

чиcла слагаемых :

X∞

f(z) = fk zk (òî åñòü k > 1 mk N: mk > k è fmk 6= 0). Такие целые

k=0

функции называются трансцендентными целыми функциями. Очевидно, что для любой функции f H(C) справедливы следующие

утверждения:

a) z = ∞ устранимая особая точка f f постоянная;

б) z = ∞ полюс порядка p > 1 для f f многочлен степени p;
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в) z = ∞ существенно особая точка f f трансцендентная

целая функция.

Так как постоянную можно рассматривать как многочлен нулевой степени, то можно сказать, что множество всех целых функций состоит из многочленов и трансцендентных функций.

1.3. Примеры целых функций. Приведем примеры целых функций.

	Пример 1. f(z) = ez2 .
	H(C), à f(z) суперпозиция этих

	C Òàê êàê z2 многочлен, ez

	функций, то f H(C). B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ϕ
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 2. f(z) = cos √
	z
	, ãäå
	√
	z
	= √
	rei 2
	äëÿ z
	= reiϕ ïðè âñåõ

	0 6 r < +∞ è −π < ϕ 6 π.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 

	C Как известно из общего курса ТФКП, функция
	z
	аналитична

	в области Q0 плоскости с разрезом по отрицательной вещественной

	 
	 
	 
	z2
	 
	z4
	∞
	 
	z2n

	полуоси, а функция cos z = 1 −
	 
	+
	 
	− . . . =
	(−1)n
	 
	является

	2!
	4!
	(2n)!



X

n=0

целой. По теореме о суперпозиции функция f аналитична в области Q0 .

	∞
	n
	zn

	C другой стороны, ряд
	(−1)
	 
	сходится абсолютно во всей плос-

	(2n)!

	n=0
	 
	 
	 

	X
	 
	 
	 



кости, и, следовательно, его сумма S(z) целая функция. Кроме того,

√

S(x) = cos x = f(x) ïðè âñåõ x (0, +∞). По теореме единственности

f(z) ≡ S(z) â Q0. Из непрерывности функций f и S во всей плоскости следует, что f(z) ≡ S(z) в C, а, значит, f H(C). B

	Пример 3. f(z) =
	 
	sin z
	(z 6= 0, π).

	 
	 
	 

	z2
	−
	πz

	C Функции sin z è z
	2
	 
	 

	 
	−πz являются целыми. Их отношение является



аналитической функцией в C\ {0, π}. Поскольку z = 0 и z = π являются простыми нулями числителя и знаменателя, то в силу теоремы о представлении аналитической функции вблизи ее нуля точки z = 0 и

z = π являются устранимыми особыми для f. Поэтому, если положить f(0) = f(π) = −π1 , то после такого доопределения f будет целой. B

	Упражнение
	 
	1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1. Докажите, что следующие функции являются целыми:
	 
	 
	 

	 
	 
	X 
	z
	 
	n
	 
	X
	ln n
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	α
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 

	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 

	 
	a)
	 
	 
	 
	 
	;
	á)
	n=1 
	 
	 
	 
	zn, α > 0 ;
	â)
	n=0 e−n
	zn ;

	ã)
	n=1
	n
	 
	 
	n
	 

	n=2 n ln n
	 
	zn, α > 0 ; ä)
	n=1 nn1+α , α > 0 ; å)
	n=0 chn! zn ;

	 
	∞
	1
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	∞
	 
	zn
	 
	 
	∞
	√
	 
	 

	 
	 
	 
	α
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 

	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	X
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	9

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	(Az)n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	æ)
	X
	 
	 
	 
	 
	, A > 0, α > 0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	(αn + 1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2. Пусть f H(C) è ϕ H(C). Найдите условия, при которых част-

	íîå
	 
	f(z)
	можно считать целой функцией.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	ϕ(z)
	z0 C. Покажите, что f0(z) è Zz0z f(t)dt целые

	 
	3. Пусть f H(C),

	функции.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	√
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	4. Докажите, что функции
	 
	 
	ez ;
	 
	sin
	z
	 
	(символ
	√
	 
	 
	в числителе и

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	e
	 
	 
	 
	√z
	 
	 
	z

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	знаменателе обозначает одну и ту же ветвь
	√
	 
	);
	 
	1 − cos z
	 
	eP (z) (P (z) 

	z
	 

	 
	z2
	;

	многочлен) являются целыми.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	5. Проверьте, являются ли следующие функции целыми:
	 
	 
	 

	 
	 
	à) f(z) = ln (1z+ z) ;
	á) f(z) = n=0
	e
	 
	n
	;
	 
	â) f(z) = √z sin z ;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ã)
	 
	 
	√ √
	ä)
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	z2n
	 
	 
	 
	 
	 
	å)
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	n!
	n
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f(z) = z sin z ;
	 
	f(z) =
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f(z) =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	(a > 0) ;

	 
	 
	 
	 
	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	an
	2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	; ç) f(z) = Z0
	z sin t
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞
	zn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	æ) f(z) = n=1
	 
	 
	 
	 
	 
	dt .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	nln n
	 
	 
	t
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



6.Пусть функция f аналитична в расширенной плоскости C , èç

	которой удалена точка a C. Является ли функция f
	 
	1
	 
	 
	целой?

	 
	 
	 
	 

	z
	−
	a

	 
	 
	 
	 
	 



2. Максимум модуля целой функции и его свойства

Как было отмечено в предыдущем параграфе, каждую целую функцию можно отнести к одному из двух классов многочленам или трансцендентным целым функциям.

Важнейшим параметром, характеризующим многочлен, является его степень. Именно, чем выше степень многочлена, тем быстрее он растет

ïðè z → ∞.

Трансцендентную целую функцию можно рассматривать как "много- член бесконечной степени". Однако такое рассмотрение не дает никакой дополнительной информации. Поэтому в качестве характеристик асимптотического поведения целых функций используются другие величины.
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	ГЛАВА 1. ПОРЯДОК И ТИП ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ



Для получения общих (глобальных) оценок роста целой функции f â

плоскости используется функция ее максимума модуля на концентриче- ских окружностях с центром в нуле

Mf (r) := max{|f(z)| : |z| = r}, r [0; +∞) .

Отметим некоторые свойства Mf (r). Всюду f фиксированная целая функция.

10. При всех r > 0 справедливо равенство

Mf (r) = max{|f(z)| : |z| 6 r} .

20. Если f 6= const, то функция Mf (r) возрастает на [0, +∞) и

lim Mf (r) = +∞.

r→+∞

C Свойство 10 и первая часть 20 следуют из принципа максимума

модуля аналитических функций. Остановимся на доказательстве второй части свойства 20.

Òàê êàê Mf (r) возрастает на [0, +∞), то существует (конечный или

бесконечный) lim Mf (r). Далее, Mf (r) не ограничена сверху (в против-

r→+∞

ном случае получили бы по теореме Лиувилля, что f(z) ≡ const). Значит,

lim Mf (r) = +∞. B

r→+∞

30. Для любого r (0, +∞) существует такая точка zr ñ |zr| = r, ÷òî

|f(zr)| = Mf (r).

C Это свойство следует из определения Mf (r) и непрерывности |f(z)| на окружности {z C : |z| = r}. B

40. На любом отрезке [0, r] (0 < r < ∞) функция Mf (r) удовлетворяет

	условию Липшица:
	 
	 

	В частности,
	Mf (r) непрерывна на [0, +∞).
	< r2 6 r .

	Ar > 0
	Mf (r2) − Mf (r1) 6 Ar(r2
	− r1) ïðè âñåõ 0 6 r1



C Положим R := r + 1. Для любых z1 ñ |z1| = r1 è z2 ñ |z2| = r2, применив интегральную формулу Коши, имеем

	f(z
	)
	−
	f(z
	) =
	z1 − z2
	Z
	f(t) dt
	.

	 
	 

	2
	 
	1
	 
	2πi
	(t − z2)(t − z1)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	|t|=R
	 
	 



Отсюда |f(z2)| − |f(z1)| 6 Ar|z2 − z1|, ãäå Ar := RMf (R) зависит лишь от r. Тем более, |f(z2)|−Mf (r1) 6 Ar|z2 −z1|. Переходя в этом неравенсте к
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