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Гл. 1. Алгебра матриц

Вэтой главе, прежде всего, строится матричное исчисление. На множестве матриц, определяемых как таблицы вещественных чисел, вводятся операции (сложения, умножения, умножения на число, транспонирования и обращения) и изучаются свойства этих операций. Выясняется, что наряду со свойствами операций, наследуемыми матрицами у вещественных чисел, у них появляются и новые свойства, которыми вещественные числа не обладают. Например, умножение матриц оказывается некоммутативным.

После этого обсуждается проблема разложения матрицы на простейшие. Оказывается, что любую матрицу единственным образом можно представить в виде суммы матриц, каждая из которых обладает только одним ненулевым элементом. Представление матрицы в виде произведения простейших является более сложным и нуждается в построении специального аппарата элементарных матриц, оправдывающего себя в последующих разделах курса.

Впоследней части первой главы изучаются простейшие матричные уравнения.

Лекция I.

План

1.1.Матрицы. Терминология

1.2.Принцип равенства

1.3.Транспонирование матриц

1.4.Сложение матриц

1.5.Умножение матрицы на число

1.1.Матрицы. Терминология

Прямоугольная таблица действительных чисел

	 
	11
	12
	... 1n
	 
	 

	 
	 
	21
	22
	2n
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	A 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.1)

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	m2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	m1
	m n 
	 
	 
	 
	 
	 

	называется
	действительной матрицей.
	Числа
	 
	ij ,i 1, m, j 1, n ,
	образующие

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	матрицу, называются еѐ элементами. Здесь 1, m {1, 2, . . . , m}. Для обозначения

	матриц будем применять заглавные буквы латинского алфавита A, B, C, ..., X, Y,

	Z, а для обозначения их элементов –
	греческие буквы ij , ij , ij , ... и т.д. с

	индексами i
	и j . При этом первый слева индекс (индекс i ) указывает номер



строки, а второй индекс (индекс j ) – на номер столбца матрицы, на пересечении








которых расположен элемент ij . Наряду с обозначением (1.1) в литературе часто встречаются сокращенные обозначения

	A (
	ij
	)m, n
	, A
	 
	 
	ij
	 
	m, n

	 
	 

	 
	 
	 

	 
	i 1, j 1
	 
	 
	 
	 
	i 1, j 1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



или просто A ( ij ), A  ij  . Эти обозначения мы также будем использовать в

дальнейшем.

Введем специальные обозначения для строк и столбцов матрицы A :

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 j
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Ai ( i1 i 2 ... in ), A j
	 
	2 j 
	i 1, m,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	j 1, n,

	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	m j 
	 
	 
	 
	 

	а множество всех действительных матриц с
	m строками и n столбцами будем

	обозначать через
	M m n (R) . Если
	m n ,
	матрица
	A называется прямоугольной

	матрицей порядка
	(m n) , а если
	m n
	-
	квадратной матрицей порядка n .

	Множество всех действительных
	квадратных матриц порядка n обозначается

	M n (R) . Матрица A , имеющая только одну строку,
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	A ( 1, 2 , ... , n ) ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	называется матрицей-строкой порядка n .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Матрица A , имеющая только один столбец,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	A 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	m
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



называется матрицей-столбцом порядка m . Матрицы-строки и матрицыстолбцы называются также арифметическими векторами. Множество всех арифметических векторов (матриц-столбцов) порядка m в дальнейшем будем

обозначать через Rm .

Элементы 11, 22, , ii , ... матрицы A образуют еѐ главную диагональ. Если все элементы матрицы A , не стоящие на еѐ главной диагонали, равны нулю,

ij 0, i j ,

матрица A называется диагональной. Квадратная матрица A , у которой все элементы, стоящие выше (ниже) главной диагонали, равны нулю,

ij 0, i j , ( ij 0, i j)

называется нижне-треугольной (верхне-треугольной) матрицей.

Понятие матрицы является одним из основных понятий курса алгебры. Элементами числовых матриц (целочисленных, рациональных, действительных,
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комплексных, булевых) являются числа (целые, рациональные, действительные, комплексные, булевы числа 0 и 1). В этом курсе мы будем иметь дело прежде

	всего с действительными
	матрицами. Тем не
	менее,
	обозначения

	M n m (Z), M n (Q), C n и т.д.
	имеют очевидный смысл.
	Наряду
	с числовыми



матрицами в этом и других математических курсах встречаются более сложные типы матриц: полиномиальные, функциональные, блочные и т.д., то есть матрицы, элементами которых являются соответственно полиномы (многочлены), функции, блоки (матрицы одинакового порядка) и т.д. В связи с этим отметим, что все положения и свойства матриц, рассматриваемые в данном разделе, с надлежащими уточнениями справедливы и для других указанных выше типов матриц, характер же этих уточнений мы будем обсуждать всякий раз в соответствующем месте.

1.2 Принцип равенства

Две действительные матрицы A и B называются равными (записывается A B ), если они имеют одинаковые размеры, т.е. числа строк и столбцов у этих матриц совпадают, и на одинаковых местах в этих матрицах стоят одинаковые элементы.

Формализуем это определение: пусть

		A ( ij ), B ( ij ) .
	 

		Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		A, B M
	n m
	(R),
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		A B 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	,

		ij , i 1, m, j 1, n

		ij
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



где m и n некоторые натуральные числа.

Пример 1. Выяснить, какие из следующих матриц равны

	 
	1
	1
	,
	 
	0
	1
	,
	C 1
	1 2
	0 ,

	A 
	 
	 
	 
	B 
	 
	 
	 

	 
	2
	0
	 
	 
	 
	2
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	 
	sin 
	cos 
	 
	1
	1
	1
	 
	cos2
	sin 3 

	D 
	2
	 
	, F 
	 
	 
	 
	 
	, H 
	 
	2
	.

	 
	2cos2
	 
	 
	2
	0
	2
	 
	 
	2sin 2
	sin 0
	 

	 
	sin 
	 
	 
	 
	 



◄ Прежде всего заметим, что все шесть матриц порождены одними и теми же числами: 0, ±1, 2. Далее, сравнивать между собой можно только матрицы A, B, D и H , являющиеся квадратными матрицами порядка 2, так как матрицы

C и F имеют соответственно размеры (1 4) и (2 3) и, следовательно, не могут совпадать ни друг с другом, ни с остальными рассматриваемыми здесь матрицами. Матрица H не совпадает ни с одной из матриц A, B, D , так как в

отличие от этих трѐх матриц у H вторая строка целиком состоит из нулей. Далее A B , так как на пересечении первой строки и первого столбца в этих матрицах
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	стоят разные элементы: в A 1, а в
	B 0 . Наконец, равенства

	sin 
	1, cos 1, cos2 2, sin 0 показывают, что A D . ►

	2
	 
	 



1.3 Транспонированная матрица

Пусть матрица A имеет вид (1.1). Тогда матрица

	 
	 
	11
	12
	m1
	 

	 
	 
	 
	12
	22
	m2
	 

	 
	 
	 
	 

	A
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1n
	2n
	 
	 

	 
	 
	 
	mn 



называется матрицей транспонированной к матрице A . Легко заметить, что, вопервых, матрицы A и A имеют одинаковые главные диагонали, а во-вторых,

матрицу A можно получить из матрицы A поворотом последней вокруг еѐ главной диагонали на угол, равный . В частности, если

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 

	A ( ,
	 
	,
	,
	) , тогда A 
	 
	,

	 
	1
	 
	2
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 
	 

	и, наоборот, если
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	, тогда B ( 1,
	2 , ,
	m ) .

	B 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	m
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Отметим следующие очевидные свойства операции транспонирования матриц:

1) A Mm n (R) A Mn m (R); 2) A A.

Если A A , тогда матрица A называется симметрической. Из свойства 1) следует, что симметрические матрицы всегда квадратные. Примером симметрической матрицы является матрица

	 
	0
	1
	5
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	A 
	1
	2
	9
	.

	 
	5
	9
	3
	 

	 
	 



1.4 Сложение матриц
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Операция сложения определена лишь для матриц одинакового размера. Именно, пусть A, B M m n (R) ,





11

A 21

 

m1




		 
	12
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	11
	 
	...
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	1n 
	 
	 
	12
	 
	 
	1n 

		22
	2n 
	 
	21
	22
	2n 

		 
	 
	 
	 
	, B 
	 
	 
	 
	 
	.

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		m2
	 
	 
	 
	 
	 
	m1
	m2
	 
	 
	 
	 

		m n 
	 
	m n 








Суммой матриц A и B называется матрица

	 
	11
	 
	11
	 
	12
	 
	12
	... 
	1n
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1n 
	 

	 
	 
	21 21
	22 22
	2n
	2n 
	 

	A 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.2)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	m2 m2
	 
	 
	 
	 
	 

	m1 m1
	m n m n 
	 



О сложении матриц говорят также, что оно осуществляется поэлементно. Как уже отмечалось выше, в процессе изучения алгебры матриц мы будем

	пользоваться упрощенными обозначениями A 
	ij
	, B 
	ij
	 
	и т.д., не указывая

	всякий раз множества возможных значений индексов
	i и
	j , поскольку эти



значения будут ясны из контекста. Например, следующее определение суммы матриц эквивалентно вышеприведенному определению.

Пусть A и B – действительные матрицы одного порядка, тогда

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	A B 
	ij
	 
	ij
	 
	 
	ij
	ij
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.3)

	d ef
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Знак читается “равно по определению”,
	а отсутствие дополнительных

	указаний на возможные значения индексов i и
	 
	j объясняется
	тем, что
	все

	матрицы, входящие в равенство (1.3), имеют одинаковый размер
	 
	(m n)
	при

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	некоторых натуральных значениях m и n и, следовательно, i 1, m,
	j 1, n .
	 

	Операция сложения матриц обладает рядом свойств, роднящих еѐ с

	операцией сложения действительных чисел.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1) Операция сложения матриц коммутативна, т.е. для любых
	A и B
	из

	M m n (R)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A B B A .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	◄ Пусть A 
	 
	 
	, B 
	 
	ij
	 
	. Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	ij
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	П.Р.
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A B 
	ij
	 
	ij
	 
	ij ij
	 
	 
	ij ij
	 
	ij
	 
	ij
	B
	A .
	 



Здесь на первом и пятом шагах мы воспользовались обозначением суммы матриц, на втором и четвертом – определением суммы, а на третьем шаге – принципом равенства матриц. ►
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2) Операция сложения матриц ассоциативна, т.е. для любых A, B и C из

	M m n (R)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(A B) C A (B C) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3) Среди всех матриц множества M m n (R) существует единственная матрица

	O , обладающая свойством
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A O A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.4)

	для любой матрицы A из M m n (R) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	◄
	Рассмотрим матрицу порядка (m n) , все элементы которой равны 0.

	Ясно, что O M m n (R) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	 
	П.Р.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	A O 
	ij
	 
	 
	0
	 
	ij 
	0
	 
	 
	 
	ij
	 
	A
	 
	 
	 
	 

	для любой матрицы
	A 
	 
	 
	из
	M m n (R) . Тем самым показано существование

	ij

	матрицы
	O ,
	обладающей
	нужным
	свойством.
	Для
	доказательства
	еѐ

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	~
	из M m n (R) , удовлетворяющая

	единственности покажем, что любая матрица
	O

	равенству
	(1.4)
	для
	любых
	 
	A
	 
	из
	M m n (R) ,
	совпадает
	с
	матрицей
	O .

	Действительно,
	если
	матрица
	~
	 
	такая, как
	сказано
	выше,
	то
	одновременно

	 
	O

	выполняются равенства
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	~
	 
	 
	 
	 
	~
	 
	 
	~
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	O
	O O и O O O .
	 
	 
	 
	 
	 
	~
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Используя свойство коммутативности сложения матриц, получаем, что O O . ►

	Матрица O называется нуль-матрицей, а свойство 3) – свойством

	существования и единственности нуль-матрицы.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4) Для любой матрицы A существует единственная матрица B такая, что

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A B O
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.5)

	◄ Пусть A 
	 
	 
	, тогда B 
	 
	ij
	 
	. Действительно,
	 
	 
	 
	 

	 
	ij
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	def
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	П.Р.
	 
	 
	 
	 
	 
	П.Р.
	 
	 
	 

	 
	A B 
	ij
	 
	ij
	 
	ij ( ij )
	 
	ij ij
	 
	 
	0
	O .
	 

	Тем самым доказано существование матрицы B ,
	удовлетворяющей равенству



	(1.5). Для доказательства еѐ единственности предположим существование ещѐ

	~
	, удовлетворяющей равенству (1.5), т.е. равенству

	одной матрицы B

	 
	 
	~
	O
	 
	 
	(1.6)

	 
	 
	A B
	 
	 

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	~ 2)
	~ 1)
	~ (1.5)
	~ 1) ~
	3) ~

	B ( A B) (B A) B ( A B) B
	 
	O B B
	O B .

	В то же время,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	~ (1.6)
	3)
	~
	 
	 

	 
	B ( A B) B O B B B . ►
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Матрица  ij  называется матрицей, противоположной матрице A , и

обозначается A , а свойство 4) – свойством существования и единственности противоположной матрицы. С помощью противоположной матрицы вводится определение вычитания матриц, именно

def

A B A ( B) .

5) Операции сложения и транспонирования матриц связаны формулой

( A B)T AT BT 

1.5 Умножение матрицы на число

Пусть матрица A имеет вид (1.1), R . Произведением матрицы A на число называется матрица

		 
	 
	 
	 
	 

		 
	11
	12
	1n 

		 
	21
	22
	2n 

		A 
	 
	 
	 
	.

		 
	 

		 
	 
	 

		 
	m1
	m2
	 
	 

		 
	m n 



Иначе говоря, умножение матрицы на число осуществляется поэлементно:





	 
	 
	def
	 
	 

	A 
	ij
	 
	ij
	.



Отметим основные свойства введѐнной операции:

1)1 A A,

2)( A) ( ) A,

3)( ) A A A,

4)( A B) A B,

5)( A)T AT , , R , A, B M m n (R)

	◄Действительно,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	11
	12
	1n T
	 
	11
	21

	 
	 
	 
	21
	22
	 
	 
	 
	 
	12
	22

	 
	 
	 
	2n 
	 
	 

	( A)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	m1
	m2
	 
	 
	 
	 
	1n
	2n

	 
	 
	 
	mn 
	 
	 






	m1
	 
	 

	m2
	 
	 

	 
	 

	 
	 
	A . ►

	 
	 



mn 






Заметим также, что противоположная матрица A ( 1) A .

Лекция II.
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План

1.6Скалярное умножение арифметических векторов

1.7Умножение матриц

1.6Скалярное умножение арифметических векторов

	Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	 
	 
	1
	 

	 
	2
	 
	 
	 
	2
	 

	a 
	 
	,
	b 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	 
	 
	n
	 

	 
	 
	 
	 
	 



два арифметических вектора порядка n . Скалярным произведением этих векторов называется действительное число, которое обозначается a,b и находится по

правилу

	def
	n
	def
	 
	 
	 

	a ,b 
	k k 1 1
	2 2
	n n
	(1.7)



k1

Вдальнейшем будем также считать, что скалярное произведение двух

векторов-строк порядка n также вводится по формуле (1.7), т.е.

def

a ,b a,b .

Рассмотрим основные свойства скалярного умножения арифметических векторов.

1) Скалярное произведение симметрично, т.е. a,b b, a для любых a и

b из Rn .

◄ Действительно,

	n
	n

	a ,b k k k k b, a 

	k 1
	k 1



ввиду коммутативности операций умножения в R . ►

2)Скалярное произведение аддитивно по каждому из сомножителей, т.е.

a ,b c a ,b a ,c ,

a b,c a ,c b,c 

для любых a , b, c из Rn .

◄ Ввиду предыдущего свойства в доказательстве нуждается лишь одно из приведенных равенств. Покажем, например, справедливость первого равенства, где

	1
	 

	 
	2
	 

	c 
	.

	 
	 
	 

	 
	n
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Действительно,

	n
	n

	a ,b c k ( k k ) ( k k k k ) 

	k 1
	k 1

	n
	n

	k k 
	k k a ,b a ,c . ►

	k 1
	k 1



3)Скалярное произведение однородно по каждому из сомножителей, т.е.

a,b a, b a,b 

	для любых действительных чисел и любых векторов a и b из Rn .
	 

	Арифметический
	вектор a
	 
	является
	линейной
	комбинацией векторов

	a1 , a2 , , am , если найдутся такие действительные числа 1 , 2 , , m , что
	 

	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a k ak 1a1 2a2 m am .
	(1.8)

	 
	 
	 
	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 

	Из свойств 2) и 3)
	скалярного произведения следует, что если вектор a

	имеет вид (1.8), тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n
	n
	 
	 

	 
	a ,b k aK ,b k ak ,b 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	k 1
	k 1
	 
	 

	для любых векторов
	a , a
	2
	, , a
	m
	,b из Rn
	и любых
	действительных
	чисел

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 



1 , 2 , , m . Это свойство называется свойством линейности скалярного

произведения по первому сомножителю. Аналогично имеет место свойство линейности скалярного произведения по второму сомножителю. В частности, если наряду с равенством (1.8) справедливо равенство

	p
	 
	 

	b j bj , где j R , bj Rn , тогда

	j 1
	 
	 

	n
	p
	n p

	a ,b k ak , j bj k j ak ,bj .

	k 1
	j 1
	k 1 j 1



4) Скалярное произведение a, a вектора a на себя называется скалярным квадратом вектора. Скалярный квадрат любого арифметического вектора есть

	число неотрицательное, т.е.
	a, a 0 .
	Причѐм
	равенство
	a , a 0

	выполняется лишь для a 0 .
	 
	 
	 
	 

	1.7 Умножение матриц
	 
	 
	 
	 

	Пусть
	A M m n (R), B M p r (R) . Для
	того
	чтобы, существовало

	произведение
	AB необходимо
	выполнение условия
	согласования
	n p , т.е.



число столбцов матрицы A должно совпадать с числом строк матрицы B (или порядок строк матрицы A должен совпадать с порядком столбцов матрицы B ). Если условие согласования выполнено, т.е.
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	11
	 
	12
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	12
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	1n 
	 
	11
	 
	1r
	 

		 
	21
	22
	2n 
	 
	21
	22
	2r 

		A 
	 
	 
	 
	 
	, B 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	m2
	 
	 
	 
	 
	n1
	n2
	 
	 

		m1
	m n 
	 
	nr 



тогда произведение AB определено формулой

	 
	 
	 
	A 1 , B1 
	A 1
	, B2 
	A 1 , Br 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	A 
	2
	, B1
	 
	A 
	2
	, B2 
	A 
	2
	, Br 
	 
	 

	AB 
	 
	 
	 
	 
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	A m , B1 
	A m
	, B2 
	A m , Br 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	т.е. если C 
	 
	AB, тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ij
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A i , B j
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ij
	ik kj
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 



– элемент, стоящий в i -ой строке и j -ом столбце матрицы AB равен скалярному

	произведению i -ого столбца матрицы
	A
	(или транспонированной i -ой строки

	матрицы A ) на j -ый столбец матрицы B .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 2. Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	2
	3
	 
	 
	9
	1
	0 
	 
	 

	 
	B 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	A 
	 
	 
	 
	,
	 
	4
	1
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	4
	1 7
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2 2
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Так как
	A M 2 3 (R), B M3 3 (R) , то условие согласования для матрицы
	AB

	выполнено и
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	AB 
	1 ( 9) ( 2) 4 3 ( 2)
	1 1 ( 2) 1 3 2
	 
	1 0 ( 2) 1 3 ( 1)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	4 1 1 1 7 2
	 
	4 0 1 1 7 ( 1)
	 
	 

	 
	4 ( 9) 1 4 7 ( 2)
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	23
	 
	5
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	46
	 
	19
	6
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Отметим также, что произведение BA в данном случае не существует,
	так как

	для него не выполнено условие согласования.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Заметим, что существуют и другие способы умножения матриц, естественно, приводящие к другим результатам. Данный способ умножения матриц диктуется потребностями линейной алгебры и связан с произведением (композицией, суперпозицией) так называемых линейных преобразований. Всякое линейное преобразование определяется некоторой матрицей. Во второй части курса будет показано, что матрица произведения двух линейных преобразований равна




10






                

            

            


  
  
    
    
    
    
    
  
    
    
    
    
    
    
    1 / 812345678> Следующая >>>
  





        

      
      

      
















    


    
      
          Соседние файлы в предмете [НЕСОРТИРОВАННОЕ]
          	#28.04.2019158.72 Кб19044408269.doc

	#13.02.20152.55 Mб99_КСЕ_Механическая КМ.pdf

	#12.03.2016230.91 Кб106A guide to better Eng accent Вертоградова.doc

	#23.11.2018256 Кб1A17.doc

	#11.11.2019100.86 Кб3Alchian, Demsetz.doc

	#13.02.20151.56 Mб4Algebra.pdf

	#27.04.2019550.91 Кб2Algoritmy.doc

	#25.09.201952.56 Кб2AllCandC++Lectures.docx

	#21.09.201926.32 Кб2amerika полная версия.docx

	#13.02.201597.51 Кб6analiz_tab.docx

	#13.02.2015457.71 Кб39andreeva_i_v_social_psi_konspekt_lekciy.pdf



      

    

    

    
          

          

      

  


  
    
      
        

        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

