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Московский Государственный Университет имени М.В.Ломоносова Факультет Вычислительной Математики и Кибернетики

Кафедра Общей математики

		Матем. анализ
	Понятие числовой последовательности
	10 сентября

		листок 3
	2012 ãîäà

		 

		 
	 
	 



Определение: fxng1n=1 - множество занумерованных вещественных чисел - числовая после- довательность.

Определение: fxng - ограничена, если 9M : 8n 2 N jxnj 6 M.

fxng - не ограничена, если для 8M 9n(M) 2 N : jxnj > M.

Определение: lim xn = a () 8" > 0 9N(") : 8n > N(") jxn aj < ".

n!1

Определение: fxng - бесконечно малая, если

lim xn = 0 () 8" > 0 9N(") : 8n > N(") jxnj < ":

n!1

Определение: fxng - бесконечно большая, если:

1) fxng - знакопостоянна

2) lim xn = 1; òî åñòü

n!1

xn > 0 (xn < 0) äëÿ 8n 2 N è äëÿ 8E > 0 9N(E) : ïðè 8n > N(E) jxnj > E:

Замечание: Знакопостоянство бесконечно большой последовательности иногда не требуется.

	Утверждение: Пусть lim xn =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x; lim yn = y, тогда
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1
	 
	 
	n!1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	9 nlim (xn yn) =
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	9 nlim (xn yn) =
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3) 9 nlim
	=
	 
	(yn 6= 0
	äëÿ 8n; y 6= 0):
	 
	 

	 
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	y
	 
	 
	 

	 
	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Утверждение: Если 9N :
	8n > N выполнено xn
	6 yn, òî nlim xn 6 nlim yn (если данные

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	!1
	!1

	пределы существуют).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.1. (42)
	 
	Докажите, что последовательность fxng есть бесконечно малая, указав для

	8" > 0 число N("); что для 8n > N(") выполнено
	jxnj < ", åñëè:
	 

	 
	(à)
	 
	x
	n
	=
	 
	( 1)n+1
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(á)
	xn =
	 
	2n
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n3 + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(â)
	xn =
	1
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



(ã) xn = ( 1)n 0; 999n:











3.2. Приведите пример бесконечно малой последовательности fxng, члены которой:

(а) поочередно, то приближаются к своему пределу 0, то удаляются от него;

(б) поочередно, то принимают значение равное своему пределу, то удаляются от него.

Приведенные примеры интересны тем, что они характеризуют многообразие тех возможностей, которые охватываются данным выше определением предела последовательности. Несущественно, лежат ли значения переменной с одной стороны ( 3.1 б,в) от предела или нет ( 3.1 а,г); несущественно, приближается ли переменная с каждым шагом к своему пределу ( 3.1) или нет ( 3.2); несущественно наконец, достигает ли переменная последовательности своего предела, т.е. принимает ли значения равные ему ( 3.2 б). Существенно лишь то, о чем говорится в определении: переменная должна отличаться от предела сколь угодно мало для достаточно больших своих номеров.

3.3. (43) Докажите, что fxng есть бесконечно большая, возможно незнакопостоянная, определив для 8E > 0 число N(E) : jxnj > E ïðè n > N(E), åñëè:

	(à)
	xn = ( 1)n n;
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	p
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	(á)
	n
	 
	 
	 
	 

	xn = 2
	 
	 
	 
	 

	(â)
	xn = lg(lg n) (n > 2);
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n n
	 
	 
	 
	 

	(ã)
	xn =
	3 2
	.
	 
	 
	 
	 

	2n + 1
	 
	 
	 
	 

	3.4. (41) Докажите, что
	nlim
	n
	= 1, определив для 8" > 0 число N(") : jxn 1j < "

	 
	 

	n + 1

	ïðè n > N.
	!1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	3.5. (45) Сформулируйте с помощью кванторов и неравенств следующие утверждения:

	(à) nlim xn = +1;
	(á) nlim xn = 1.

	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	!1
	 
	 



3.6. Приведите пример неограниченной последовательности fxng, у которой есть ограниченная подпоследовательность.

Замечание: Отметим, что построенная неограниченная последовательность не является бесконечно большой, т.е. данные понятия существенно разные.










	3.7.
	Докажите, что:

	(à)
	lim p
	 
	= 1;
	(a > 1);

	a

	 
	n
	 

	 
	n!1
	 

	(á)
	nlim qn = 0;
	(jqj < 1).

	 
	!1
	 
	 
	 

	(â)
	nlim Qn = 1;
	(jQj > 1).

	 
	!1
	 
	 
	 



3.8. Рассмотрим бесконечно убывающую геометрическую прогрессию: a; aq; aq2; : : : ; aqn; : : : (jqj < 1)

Под ее суммой понимается предел, к которому стремится сумма Sn ее n членов при n ! 1. Найдите сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

3.9. Приведите пример последовательностей fxng è fyng, таких, что fxng > fyng äëÿ

8n 2 N, íî lim xn = lim yn.

n!1 n!1

3.10. (46-57) Найдите следующие пределы:
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	n!1 n2 + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 1 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	p3
	 
	 
	sin n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( 2)n + 3n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(â)
	 
	lim
	 
	n2
	;
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	n + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	( 2)n+1 + 3n+1 ;
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	(ä)
	 
	lim
	1 + a + a2 + : : : + an
	;
	 
	a
	< 1;
	b
	< 1;
	(å)
	lim
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	+
	2
	+ : : : +
	n 1
	;

	 
	 
	1 + b + b2 + : : : + bn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2

	 
	n!1
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	j j
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	(æ)
	lim
	 
	 
	1
	 
	 
	2
	+
	3
	 
	 
	 
	: : : +
	(
	 
	1)n 1n
	;
	 
	(ç)
	lim
	 
	 
	 
	12
	+
	 
	22
	+ : : : +
	(n 1)2
	;
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	2
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	1
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(è)
	 
	lim
	 
	 
	1
	+
	 
	 
	+ : : : +
	1)
	 
	;
	 
	 
	 
	(ê)
	lim
	 
	 
	 
	+
	+
	 
	: : : +
	2n 1
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n3
	n3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n!1
	 
	 
	 
	2 3 +
	 
	n3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1
	2 22
	 
	23
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2n
	 

	(ë)
	n!1 1 2 +
	 
	: : :
	+ n(n + 1)
	;
	(ì)
	n!1 
	 
	 
	 
	 
	2 
	p4
	2 
	2
	: : :
	 
	 
	2 .
	 

	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	lim
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	p8
	 
	 
	2p
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 












3.11. Найдите предел

	n!1
	 
	1 2
	3
	2 3
	4
	n(n + 1)(n + 2)
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	+ : : : +
	 
	 
	 
	:
	xn 1 + xn 2
	(n > 3).

	3.12. Пусть заданы два числа a и b. Положим x1
	= a; x2
	= b; xn =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 



Найдите предел последовательности fxng.

3.13.? Докажите, что последовательность fxng = 1 + 17n2 содержит бесконечно много квадратов целых чисел.

3.14.? Определим последовательности fxng è fyng при помощи условий:

	 
	 
	xn = xn 1 + 2yn 1 sin2 ;
	yn = yn 1 + 2xn 1 cos2 ; x0 = 0; y0 = cos :

	Найдите выражение для xn è yn через n и .
	 
	 

	3.15. ?
	Найдите формулу общего члена для последовательности:

	(à) x1
	= 1; x2 = 1; xn = xn 1 + xn 2;
	3 6 n 2 N;
	(последовательность Фибоначчи) ;

	(á)
	x1
	= a; x2 = b; xn = xn 1 
	xn 2
	; 3 6 n 2
	N

	 
	4
	 
	:



x2

3.16. ? Докажите, что последовательность fxng, заданная условием xn+1 = xn + nn2 ïðè n 2 N, ãäå 0 < x1 < 1; ограничена.

3.17. ? На отрезке AB, длины l строится последовательность точек fxng следующим образом: x1 = A; x2 = B; каждая следующая точка xn+1 является серединой отрезка, со- единяющего точки xn 1 è xn. К какой точке отрезка AB стремится последовательность fxng?

3.18. ? Пусть (x) расстояние между действительным числом x и ближайшим целым. Для каждого натурального n вычислите сумму:

	6n 1
	m
	 
	; 
	m
	o:

	Sn = m=1 min n
	6n
	3n

	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



3.19. ? Найдите значения параметров a и b, при которых сходится последовательность

x0 = a; xn = 1 + b xn 1; n = 1; 2; : : :

И вычислите е¼ предел в данных случаях.

3.20. ? Бесконечная десятичная дробь устроена следующим образом. Перед десятичной запятой стоит нуль. После запятой подряд выписаны члены строго возрастающей последо- вательности натуральных чисел an. В результате получилось рациональное число, которое выражается несократимой дробью, знаменатель которой меньше 100. Найдите наименьшее возможное значение a7.
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