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Определение: Назовем последовательность fxng - фундаментальной или последовательностью Коши, если

8" > 0 9N(") : 8n > N("); 8p 2 N =) jxn xn+pj < "; или

8" > 0 9N(") : 8n > N("); 8m > N(") =) jxn xmj < ":

Теорема (критерий Коши): Последовательность fxng сходится, тогда и только тогда, когда

fxng фундаментальна.

Замечание: Критерий Коши можно переформулировать так: числовая последовательность сходится, тогда и только тогда, когда ее значения безгранично сближаются между собой по мере возрастания их номеров. То есть, числовая последовательность не может "попасть" в

" трубку c "несблизившимися" членами. И, наоборот, если числовая последовательность "попала" в " трубку, то ее члены заведомо сблизились между собой.

Отрицания фундаментальности последовательности xn:

9 " > 0 : 8N 2 N 9n > N; 9p 2 N jxn xn+pj > ";

9 " > 0 : 8n 2 N 9p 2 N : jxn xn+pj > ":

Замечание: Отрицание фундаментальности часто бывает полезно для доказательства несуществования предельного значения.

6.1. (82,84,85) Пользуясь критерием Коши, докажите сходимость следующих последовательностей:

(а) xn = a0 + a1q + : : : + anqn; где jakj < M 2 R; для 8k и jqj < 1;

																											
	(б)
	xn =
	cos 1!
	+
	cos 2!
	+ : : : +
	 
	 
	cos n!
	 
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 3
	 
	 
	(n + 1)

	(в) xn =
	sin 1
	+
	 
	sin
	2
	+ : : : +
	 
	sin n
	;
	 
	 

	3
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 

	(г)
	xn = 1 +
	1
	+
	 
	1
	+ : : : +
	1
	;
	 
	 
	 
	 

	2
	2
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	(д)
	x
	 
	=
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	+ : : : +
	 
	( 1)n 1
	:
	 

	n
	1 2
	2
	3
	n (n + 1)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 













6.2. Предположим, что для последовательности fang справедливы неравенства

	jan+1 anj <
	1
	; для 8n > 1:

	2n



Докажите, что данная последовательность сходится.

6.3. Используя критерий Коши, докажите расходимость следующих последовательно-

	стей:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	1
	,
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	1
	 

	(а) xn = 1 +
	 
	+
	 
	 
	 
	+ : : : +
	 
	 
	 
	(б) xn =
	 
	 
	+
	 
	 
	+ : : : +
	 
	;

	2
	3
	n
	ln 2
	ln 3
	ln n

	(в) xn = k=1 
	3k
	1
	2 + 3k
	1
	1 31k ;
	(г) xn = n cos2nn 1:
	 

	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.4. (92) 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn+1
	 
	 
	 
	 
	 

	Если lim xn = a, то что можно сказать о пределе lim
	 
	?
	 

	 
	 
	 

	n!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1
	 
	xn
	 
	 
	 
	 



Определение: Будем говорить, что последовательность fxng имеет ограниченное изменение (или ограниченную вариацию), если

9C > 0 : jx2 x1j + jx3 x2j + : : : + jxn xn 1j < C; (n = 2; 3; : : :)

6.5.(86)

(а)Докажите, что последовательность с ограниченным изменением сходится;

(б) Приведите пример сходящейся последовательности, не имеющей ограниченного из-

менения.

(в) ? Докажите, что для всякой последовательности fxng с ограниченным измене-

нием существуют возрастающие ограниченные последовательности fang и fbng такие, что xn = an bn; n 2 N.

6.6. Предположим, что для последовательности fang существует 2 (0; 1) :

jan+1 anj 6 jan an 1j; n > 2:

Докажите, что последовательность fang сходится.

6.7. Существует ли предел lim sin n; где n 2 N?

n!1

6.8. ? "Усилим" критерий Коши, потребовав выполнение неравенства jxn+p xnj < "

не для произвольного p 2 N, а лишь для некоторого фиксированного p 2 N. Можно ли утверждать сходимость последовательности, удовлетворяющей новому критерию?

	 
	6.9.
	 
	.
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	n

	 
	Пусть
	ak
	 
	> 1 фиксированная последовательность, состоящая из чисел

	f
	 
	 
	g
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	o

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	10
	10
	10

	ная.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn = a1
	+ a2
	 
	 

	 
	0; 1; : : : 9
	 
	 
	Докажите, что последовательность
	+ : : : + an фундаменталь-








6.10.

(а) Предположим, что a1 > a2 > a3 > : : : > 0: Докажите, не используя критерий

Коши, что последовательность xn = a1 + a2 + : : : + an сходится тогда и только тогда, когда сходится последовательность yn = a1 + 2a2 + 4a4 + : : : + 2na2n;

(б) ? Докажите утверждение пункта (a), используя критерий Коши;

Замечание: Поразительная особенность данного утверждения состоит в том, что довольно "редкая" подпоследовательность последовательности fxng определяет ее сходимость или расходимость.

	(в)
	Докажите, что последовательность xn = 1 +
	 
	1
	+
	 
	 
	1
	+ : : : +
	 
	1
	, сходится тогда и

	 
	p
	 
	 
	p
	p

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	3
	 
	 
	n
	 

	только тогда, когда p > 1;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(г)
	Докажите, что последовательность xn = 1+
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	, сходится

	 
	+
	 
	+: : :+
	 

	2(ln 2)p
	3(ln 3)p
	n(ln n)p



тогда и только тогда, когда p > 1.

6.11. Найдите следующие пределы, используя теорему Штольца (см. в конце листочка)

	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	p3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(б) n!1 
	k
	k
	k
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(а) n!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	где
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2
	nk
	+ : : : + n
	 
	 
	k + 1
	 
	 

	 
	lim
	 
	 
	1 + 2 + 3 + : : : + pn
	 
	 
	 
	 
	lim
	1
	+ 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	N:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1k + 2k + 3k + : : : + nk
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	 
	lim
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	N
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	: : :
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(в)n!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	nk+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	где
	 
	2
	 
	;
	 
	 
	 
	(г)
	 
	n = pn
	1 + p2
	+
	 
	+ pn
	;
	 
	 

	6.12. ?
	 
	 
	Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a1
	 
	= 1 и an+1 = an(1 + j sin anj) 1;
	n > 1: Вычислите предел
	nlim (n an):
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.13. ?
	 
	 
	Пусть nlim!1 an = a; a 2 R; а фиксированное число, j j < 1. Пусть также

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	bn = an
	+ an
	 
	1
	+ 2an
	 
	2 + : : : + n 1a1; n > 1:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Вычислите предел: lim bn:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.14. ?
	(a1 + a2
	+ : : : + an)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	справедливы следующие соотношения:

	 
	 
	Пусть для последовательности
	 
	an

	 
	nlim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= a;
	 
	 
	nlim n(an+1 an) = b;
	для некоторых fa; bg R:
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Докажите, что последовательность an сходится, и найдите её предел.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6.15. ?
	 
	 
	Для последовательности an пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn = an + an 1; yn = 2an + an 1; n > 2:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Докажите, что:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	из сходимости последовательности
	xn
	не следует сходимость
	 
	an
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	если
	n!1
	 
	 
	2
	 
	, то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	lim yn = y R
	 
	 
	 
	последовательность
	an сходится. Найдите
	 
	lim an:
	 
	 












Теорема Штольца

	Пусть xn
	и yn две последовательности вещественных чисел и
	f
	yn
	g !
	+
	1
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	!1
	 
	 
	 

	 
	N
	 
	 
	n
	>
	N
	 
	y
	 
	> y
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim xn xn 1

	причем 9
	 
	,
	что для 8
	 
	 
	выполнено
	 
	n+1
	 
	n. Кроме того, пусть 9 n!1
	yn yn 1

	(конечный или бесконечный, но одного знака). Тогда lim
	xn
	= lim
	xn xn 1
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!1 yn n!1 yn yn 1
	 
	 
	 
	 
	 



I Пусть

9 lim xn xn 1 = a < 1:

n!1 yn yn 1

Тогда для 8" > 0 9 N(") такое, что

	 
	n
	 
	N(")
	 
	xn xn 1
	 
	a <
	"
	 
	a
	 
	"
	<
	xn xn 1
	< a +
	"
	:

	8
	>
	yn yn 1
	 
	2
	()
	 
	2
	 
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	yn yn 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следовательно
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	8
	n
	>
	N(") = a
	 
	"
	<
	 
	xN+1 xN
	;
	 
	xN+2 xN+1
	; : : : ;
	 
	 
	xn xn 1
	< a +
	"
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	)
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	yN+1 yN
	 
	 
	 
	yN+2 yN+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	yn yn 1
	 
	 
	 
	2

	Тогда, т.к. yn+1 yn > 0
	 
	для
	8n > N, то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn xN = (xn xn 1) + : : : + (xN+1 xN ) 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a
	 
	"
	 
	 
	y
	 
	 
	y
	n 1 +
	: : : + y
	N+1 
	y
	 
	) ; a +
	"
	 
	 
	(y
	n 
	y
	 
	 
	 
	 
	 
	+ : : : + y
	N+1 
	y
	 
	) =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 
	2
	(
	n
	 
	 
	 
	"
	 
	 
	 
	N
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	"2
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	N
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= a 
	 
	(yn yN ) ; a +
	 
	(yn yN ) =)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=) a 2 <
	yn yN
	< a +
	2 ()
	yn yN
	 
	a < 2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	" xn
	 
	xN
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	"
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	xN
	 
	 
	 
	 
	 
	"
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	xN
	 
	 
	a yN
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	yN
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xN
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	yn
	 
	 
	 
	 
	 
	yn
	 
	 
	 
	 
	yn
	yn
	 
	yN
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Далее, т.к.
	 
	 
	 
	a =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	, то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	yn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	yn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	6
	 
	 
	 
	yn
	 
	+
	 
	 
	 
	yN
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	xN a yN
	 
	 
	xn
	xN
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Замечание: отметим, что теорема Штольца может рассматриваться, как дискретный аналог правила Лопиталя.
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        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

