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Московский Государственный Университет имени М.В.Ломоносова Факультет Вычислительной Математики и Кибернетики

Кафедра Общей математики

		Матем. анализ
	Ограниченные и неограниченные числовые множества
	5 сентября

		листок 2
	2012 ãîäà

		 

		 
	 
	 



Определение: Пусть {x} R.

Множество {x} - ограничено сверху, если 9C : 8x 2 {x} ) x 6 C, где С - верхняя грань

множества.

Множество {x} - ограничено снизу, если 9C : 8x 2 {x} ) x > C, где С - нижняя грань множества.

Множество {x} - ограничено, если 9C : 8x 2 {x} ) jxj 6 C.

Утверждение: Множество {x} - ограничено тогда и только тогда, когда {x} ограничено сверху и снизу.

Определение: M = sup{x} - точная верхняя грань множества {x}, если:

1) 8x 2 {x} =) x 6 M ;

2) 8" > 0 9x0 2 {x} : x0 > M ".

Таким образом, sup{x} есть наименьшая из верхних граней этого множества.

	Определение:
	M
	= inf{x}
	- точная нижняя грань множества {x}, если:

	1)
	8x 2 {x}
	=)
	x > M ;
	 

	2)
	8" > 0 9x00 2 {x} : x00 < M
	+ ".



Таким образом, inf{x} есть наибольшая из нижних граней этого множества.

Теорема: Если множество вещественных чисел содержит хотя бы один элемент и ограничено сверху (снизу), то у этого множества существует точная верхняя (нижняя) грань.

Определение: Если 9 x 2 {x} : 8x 2 {x} выполнено x 6 x , то x называется наиболь- шим элементом множества {x}. Обозначение: x = max {x}.

Определение: Если 9 x 2 {x} : 8x 2 {x} выполнено x > x , то x называется наимень- шим элементом множества {x}. Обозначение: x = min {x}.

Замечание: (отличие sup и inf от max и min):

Точная верхняя (нижняя) грань {x} может существовать, но не принадлежать данному множеству. Тогда как max {x} и min {x}, если они существуют, напротив, всегда при-

надлежат множеству {x}. С другой стороны, если 9 max {x}, то sup{x} = max {x} (если

9 min {x}, òî inf{x} = min {x}).











	2.1. (17)
	 
	 
	 

	(à)
	Пусть {r} = fr 2 Q j r2 < 2g. Найдите точные верхнюю и нижнюю грани данного

	множества.
	x >
	71g не имеет наи-

	(á)
	Покажите, что множество вещественных чисел X = fx 2 R

	 
	 
	 
	 
	 



большего элемента. Укажите точную нижнюю грань этого множества.

(в) Покажите, что множество рациональных чисел B = fx 2 Q b2 > 3 не имеет наи-

меньшего элемента.

2.2. Пусть {x} {y}. Докажите, что:

					
	(à)
	sup{x} 6 sup{y}
	(á) inf{x} > inf{y}

	2.3. Пусть A = {x} [ {y}; B = {x} \ {y}. Докажите, что:

	(à)
	sup A = max fsup{x} ; sup{y}g;
	(á)
	sup B 6 min fsup{x} ; sup{y}g;

	(â)
	inf A = min finf{x} ; inf{y}g;
	(ã)
	inf B > max finf{x} ; inf{y}g.



2.4. Пусть {x} - ограниченное множество; {-x} - множество чисел, противоположных числам x 2 {x}.

(а) Выразите inf{-x} через sup{x}; (б) Выразите sup{-x} через inf{x}

2.5. (19) Пусть fx + yg - множество всех сумм x + y, где x 2 {x}; y 2 {y}. Докажите

равенства:

(à) inffx + yg = inf{x} + inf{y}; (á) supfx + yg = sup{x} + sup{y}.

2.6.(20) Пусть fxyg - множество всех произведений xy, где x 2 {x}; y 2 {y}, причем x > 0; y > 0. Докажите равенства:

	(à) inffxyg = inf{x} inf{y};
	(á) supfxyg = sup{x} sup{y}.



2.7. Докажите, что у любых двух различных точек расширенной числовой прямой существуют непересекающиеся окрестности.










Аксиома Архимеда:

Каково бы ни было число a, можно число 1 повторить слагаемым столько раз, что сумма превзойдет a.

2.8. Докажите следующие утверждения:

(а) теорема Архимеда:

Каково бы ни было действительное число a; существует такое натуральное число n,

÷òî n > a, ò.å. 8a 2 R; 9n 2 N : n > a.

(б) следствие из теоремы Архимеда:

Каковы бы ни были числа a и b; 0 < a < b, существует такое натуральное число k, что (k 1)a 6 b < ka.

(в) Пусть a и b (a < b) - произвольные действительные числа. Тогда существует

рациональное число c, заключенное между числами a и b.

	2.9. (16) Покажите, что множество
	 
	m
	всех правильных рациональных дробей
	m
	,

	 
	n
	 
	n
	 

	ãäå m; n
	 
	N и m < n, не имеет
	 
	 
	 
	 

	 
	наименьшего и наибольшего элементов. Найдите точные

	2
	 
	n
	 
	 
	o
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



нижнюю и верхнюю грани этого множества.

Принцип вложенных отрезков

Определение: Система числовых отрезков

[a1; b1]; [a2; b2]; : : : ; [an; bn]; : : : ; an 2 R; bn 2 R; n = 1; 2; : : :

называется системой вложенных отрезков, если

a1 6 a2 6 : : : 6 an 6 : : : 6 bn 6 : : : 6 b2 6 b1;

т.е. каждый следующий отрезок [an+1; bn+1] содержится в предыдущем [an; bn]:

[a1; b1] [a2; b2] : : : [an; bn] : : : :

2.10. (непрерывность множества действительных чисел в смысле Кантора)

(а) Докажите, что для всякой системы вложенных отрезков существует хотя бы одно число, которое принадлежит всем отрезкам данной системы.

(б) Докажите, что отрезок [0; 1] имеет имеет мощность большую, чем бесконечное множество N, используя предыдущее утверждение.










2.11. Покажите, что для числовых промежутков других типов, нежели отрезки предыдущее утверждение может уже не иметь места. То есть, найд¼тся система, например, вложенных интервалов, которая имеет пустое пересечение.

Замечание: Отметим, что существуют и такие системы вложенных интервалов, которые имеют непустое пересечение.

Определение: Пусть задана система отрезков

[an; bn]; an 2 R; bn 2 R; n = 1; 2; : : : :

Будем говорить, что длина bn an отрезков этой системы стремится к нулю , если для 8" > 0 9N(") такое, что для 8n > N(") выполняется неравенство bn an < ".

2.12. (Лемма Кантора)

Докажите, что для всякой суммы [an; bn]; n = 1; 2; : : : вложенных отрезков с длинами, стремящимися к нулю, существует единственная точка , принадлежащая всем отрезкам данной системы, причем = supfang = inffbng:

2.13. ? Докажите, что из всякого бесконечного множества интервалов, объединение которых покрывает отрезок [a; b] (т.е. любая точка этого отрезка содержится хотя бы в одном из интервалов данного объединения), можно выделить конечное подмножество интервалов, объединение которых также покрывает [a; b].

2.14. ? (Теорема Хелли)

Пусть [an; bn]; n 2 N последовательность отрезков на R таких, что каждые два из них имеют, по крайней мере, одну общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая каждому из отрезков.

2.15. ? Пусть положительное иррациональное число, а = 1 : Докажите, что между любыми двумя последовательными натуральными числами содержится одно и только одно

из чисел вида: fk (1 + ); k 2 Ng или fk (1 + ); k 2 Ng.

2.16. ? Докажите, что если по крайней мере одна координата центра окружности иррациональна, то на самой окружности найд¼тся не более двух точек с рациональными координатами.

2.17. ? Существует ли такой набор I интервалов, лежащих в интервале (0; 1); что каждая рациональная точка интервала (0; 1) принадлежит конечному числу интервалов из I, а каждая иррациональная точка этого отрезка - бесконечному числу интервалов из I:

Замечание: Обратим внимание на то, что набора интервалов Ie такого, что каждая рациональная точка интервала (0; 1) принадлежит бесконечному числу интервалов из Ie, à каждая иррациональная точка этого отрезка - конечному числу интервалов из Ie, íå ñóùå- ствует.

2.18. ? Из каждой точки интервала (0; 1) проведен отрезок положительной длины. Докажите, что сумма длин всех таких отрезков бесконечна.
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