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Московский Государственный Университет имени М.В.Ломоносова Факультет вычислительной математики и кибернетики

Кафедра общей математики

		Матем. анализ
	Предел функции. Условие его существования
	5 октября

		листок 9
	2011 года

		 

		 
	 
	 



Определение: Если каждому значению переменной x 2 {x} ставится в соответствие по известному закону f некоторое (единственное) число y 2 {y}, то говорят, что на множестве {x} задана функция

y= f(x).

Вэтом случае множество {x} называется областью определения, а множество

{y} - областью значений данной функции.

Определение: f(x) - ограничена на множестве {x} , 9M > 0 : 8x 2 {x} jf(x)j < M

(ограничена сверху и снизу).

																												
	Определение:
	M = supf(x)
	, 1) 8
	x
	2 {x}
	f(x)
	6
	M
	; 2) 8
	" > 0
	9
	x0
	2 {x}
	: f(x0) > M
	 
	"
	.

	 
	 
	 
	 
	{x}
	 
	 
	 
	>
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.

	 
	M
	 
	= inff(x)
	,
	x
	 
	{x}
	f(x)
	M
	" > 0
	 
	x00
	2 {x}
	: f(x00) > M
	 
	+ "

	 
	 
	{x}
	1) 8 2
	 
	 
	 
	2) 8
	 
	9
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определение:
	f(x) - монотонно возрастает , 8x1; x2 2 {x} : x1
	< x2
	 
	f(x1) < f(x2);
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f(x) - монотонно неубывает , 8x1; x2 2 {x} : x1 < x2
	f(x1) 6 f(x2);
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f(x) - монотонно убывает , 8x1; x2 2 {x} : x1 < x2 f(x1) > f(x2);
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f(x) - монотонно невозрастает , 8x1; x2 2 {x} : x1 < x2 f(x1) > f(x2)

	 
	Определение (Коши):
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



b = lim f(x) () 8" > 0 9 (") > 0 : 8x 2 {x} 0 < jx aj < ) jf(x) bj < ":

x!a

Определение (Гейне):

b = lim f(x) () 8fxng; xn 2 {x}; xn 6= a; xn ! a f(xn) ! b:

x!a

Утверждение: (Коши) b = lim f(x) () (Гейне) b = lim f(x)

	x!a
	x!a



Определение: lim f(x) = +1 , 8E > 0 9 (E) : 8x 2 {x} 0 < jx aj < ) f(x) > E:

x!a

lim f(x) = b , 8" > 0 9 (") : 8x 2 {x} jxj > ) jf(x) bj < ":

x!1

@ lim f(x) = b , 8" > 0 9 9x 2 {x} 0 < jx aj < ) jf(x) bj > ":

x!a

Определение: Интервал, содержащий точку x 2 R, называется окрестностью этой точки.

Определение: Точка a называется предельной точкой множества {x}, если для 8 > 0

в каждой ее окрестности U (a) = (a ; a + ) содержатся отличные от a значения x 2 {x}:

Определение: Точка множества, не являющаяся предельной называется изолированной точкой множества.










f(x) =




9.1.

(а) Докажите, что x0 является предельной точкой множества {x} R, тогда и только

тогда, когда существует последовательность fxng, удовлетворяющая условиям:

1. 8n > 1, таких, что xn 2 {x}, выполнено xn 6= x0;

2. xn ! x0:

n!1

(б) Докажите, что в любой окрестности предельной точки x0 множества {x} находится

счетное число точек множества, отличных от x0.

9.2. Определите множество A всех предельных точек множества {x}, если:

															
	(а)
	{x} =
	1
	 
	; n 2 N ;
	(б) {x} = [0; 1] \ Q;

	 
	 
	 

	 
	n

	(в)
	{x} =
	p
	 
	[p
	 
	] ; 8n 2 N ;
	где [p
	 
	] целая часть числа p
	 
	.

	n
	n
	n
	n



9.3. (модифицированная функция Римана)

Покажите, что функция определяемая условиями:

8 m

<n; если x = n ; НОД(m; n) = 1; m; n 2 N,

:0; если x - иррационально;

конечна, но не ограничена в любой окрестности любой положительной точки x.

9.4. (382) Пусть функция f(x) определена и локально ограничена в каждой точке множества A, (т.е. 8c 2 A 9E > 0; 9 > 0 : jf(x)j 6 E при 8x 2 U (c)). Является ли эта функция ограниченной на этом множестве, если:

	(а) A - интервал (0; 1);
	(б) A - сегмент [0; 1]:



9.5. (385) Пусть " произвольное положительное число. Исследуйте на ограниченность

функцию

f(x) = ln x sin2 x

винтервале (0; "):

9.6.Найдите на множестве {x} = [0; +1) точную нижнюю и верхнюю грани функции

f(x) = 1 +x x:

9.7.(387) Функция f(x) определена и монотонно возрастает на сегменте [a; b]. Чему равны

еенижняя и верхняя грани на этом сегменте?










9.8. Исходя из определения предела покажите, что:

	(а)
	lim x2 = 9;
	(б)
	lim
	 
	x sin x
	= 0;

	 
	100x + 3000

	x! 3
	 
	x!+1 x2
	 

	(в)
	lim
	x2 16
	= 2;
	(г) @
	lim sin
	1
	:
	 

	x2 4x
	 
	 

	x!4
	 
	x!0
	 
	x
	 



Замечание: В отсутствии предела легче всего убедиться, стоя на \точке зрения последовательностей00, т.е. используя определение предела по Гейне.

Замечание: Пользуясь определением предела мы лишь проверяем, является ли данное число пределом рассматриваемой функции или нет, но не имеем конструктивного метода вычисления предела данной функции.

9.9. Постройте пример функции, которая не ограничена в любой -окрестности точки 0, но не является бесконечно большой при x ! 0

	9.10. Докажите, что из lim f(x)
	= p следует, что lim f(x2)
	=
	p. Верно ли обратное

	утверждение?
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x!0
	 
	 
	 
	x!0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9.11. (424,408,409)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Найдите пределы следующих рациональных функций:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(а)
	lim
	x + x2 + : : : + xn n
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	!
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	x 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(б)
	lim
	 
	 
	P (x)
	;
	P (x) = a
	xn
	+ a
	xn 1 + : : : + a
	n, где
	a
	 
	2
	R; i =
	 
	 
	= 0;

	 
	 
	 
	0; n; a

	x!+1 j
	 
	 
	j
	 
	 
	 
	0
	 
	1
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	0
	6

	(в)
	lim
	 
	 
	R
	x
	)j
	;
	R
	x
	 
	a0xn + a1xn 1 + : : : + an
	, где
	a
	0 6= 0
	; b
	 
	6= 0
	 
	 

	 
	 
	) = b0xm + b1xm 1 + : : : + bm
	 
	 
	 

	x!+1 j
	(
	 
	 
	(
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 












	9.12. (411, 413, 420, 421, 435)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Найдите следующие пределы:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(а) lim
	 
	 
	x2 1
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	(б)
	lim
	 
	x2 1
	 
	;
	 
	 
	 
	 

	2x2 x 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x!1
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	x!1 2x2 x 1
	 
	 
	 
	 
	 

	(в) lim
	(1 + x)5 (1 + 5x)
	;
	(г) lim
	x4 3x + 2
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	x!0
	 
	 
	 
	x2 + x5
	 
	 
	 
	x!1 x5 4x + 3
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	3
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(д) lim
	 
	2x
	 
	4x + 8
	;
	 
	(е) lim
	 
	 
	x + 11 2
	x 1
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x4 8x2 + 16
	 
	 
	 
	 
	x2 25
	 
	 
	 

	x!2
	 
	 
	 
	x!5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 

	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x + x +
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	p32 + x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	lim
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	:
	 

	(ж) x
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	(з)
	 
	 
	 
	q
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	!
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	px
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x!1
	 
	 
	p+ 1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Пусть далее [a] - ближайшее к a целое число, не превосходящее его.

9.13. Найдите (если они существуют) следующие пределы:

(а)lim x x1 ;x!0

	(б)
	x!0
	 
	 
	a x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	lim
	x
	 
	 
	b
	; a > 0; b > 0;
	 
	 
	 
	 

	(в)
	 
	[x]
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x!0
	 
	 
	x
	x2
	+
	x2
	 
	x2
	 
	 
	 
	 

	(г)
	x!0
	 
	 
	2
	 

	 
	lim
	 
	 
	 
	x2
	 
	1
	 
	2
	 
	+ : : : +
	k
	;
	k
	 
	N:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9.14. ?
	Функцию f : Q 7!R, определяемую соотношением

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Q 3 r 7!f(r) = r;

	продолжить на R так, чтобы
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(а)
	существовал lim f(x);
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x!0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(б)
	существовал только один из односторонних пределов f(0 0), f(0 + 0).



	 
	?
	lim f
	1
	 
	1
	= 0:
	lim f(x)
	 

	9.15.
	 
	Предположим, что x!0
	x
	 
	 
	Существует ли предел x!0
	?

	9.16. ?
	Верно ли, что если функция f
	: [0; 1]
	! [0; 1]
	 

	(а)
	монотонно возрастает;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(б)
	монотонно убывает;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	тогда найдется такое x 2 [0; 1]; что f(x) = x ?
	 
	 

	9.17. ?
	Будем говорить, что: функция возрастает в точке, если существует некоторая



окрестность точки, где функция возрастает; функция возрастает на интервале, если для любых точек x1 и x2 из данного интервала из неравенства x1 > x2, следует f(x1) > f(x2):

Докажите, что из возрастания в каждой точке интервала следует возрастание на интервале.
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