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ВСТУП

Вища математика є основою багатьох теоретичних і прикладних наук, тому володіння математичним апаратом необхідне студентам вищих технічних навчальних закладів для успішного вивчення багатьох дисциплін (теоретичної механіки, опору матеріалів і т.д.), для засвоєння спеціальних курсів і подальшої професійної діяльності.

Представлені до Вашої уваги методичні вказівки створено з метою допомогти студентам в усвідомленні та застосуванні теоретичних фактів з векторної та лінійної алгебри, аналітичної геометрії, теорії границь, диференціального числення функції однієї змінної в умовах модульнорейтингової системи навчання і оцінювання знань.

У даний навчальний посібник включено приклади розв’язання типових задач, а також матеріали для підготовки до модульної контрольної роботи: практичні завдання і теоретичні запитання, тому він може використовуватися студентами у самостійній роботі з вищої математики, підготовці до модульної контрольної роботи.

Бажаємо успіхів!
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МОДУЛЬ 1

1.1 Приклади розв’язування типових задач

Задача №1. Дана система лінійних рівнянь:

	2x
	+ x
	2
	− x
	3
	=1,
	 

	 
	1
	 
	− 2x
	=1,
	(1.1)

	3x
	 
	+ 2x
	 

	x
	1
	− x
	2
	+ 2x3
	= 5.
	 

	1
	 
	 
	2
	3
	 
	 



Довести її сумісність і розв'язати трьома способами:

1)методом Гаусса;

2)методом Крамера;

3)методом оберненої матриці.

Розв'язання. Для доведення сумісності системи лінійних рівнянь (1.1) використовуємо теорему Кронекера-Капеллі: для того щоб система лінійних рівнянь була сумісною, необхідно і достатньо, щоб ранг основної матриці системи А (матриця, складена з коефіцієнтів при невідомих) дорівнював рангу її розширеної матриці С (матриця, отримана з основної матриці системи додаванням стовпчика вільних членів). При цьому, якщо ранг матриці дорівнює числу невідомих, то система лінійних рівнянь має єдиний розв’язок, а якщо менше, то система має безліч розв’язків.

Складемо розширену матрицю системи лінійних рівнянь (1.1) і приведемо її до східчастого вигляду за допомогою елементарних

	перетворень:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 1
	−1
	 
	1
	 
	1
	−1 2
	 
	5 
	1
	−1 2
	 
	5 
	1 −1 2
	 
	5
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	3
	2
	− 2
	 
	1
	 
	 
	3
	2
	− 2
	 
	1
	 
	 
	0
	5
	−8
	 
	−14
	 
	 
	0
	5
	−8
	 
	−14
	 

	 
	 
	 
	~
	 
	 
	~
	 
	 
	~
	 
	.

	 
	1
	−1 2
	 
	5
	 
	 
	2
	1
	−1
	 
	1
	 
	 
	0
	3
	−5
	 
	−9
	 
	 
	0
	0
	−1
	 
	−3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Тут ми послідовно зробили наступні перетворення:

1.c1 ↔ c3 ;

2.c2 := c2 −3c1, c3 := c3 − 2c1 ;

3.c3 := 5c3 −3c2 .

	Отже, східчаста матриця системи (1.1) має вигляд:
	 

	1
	−1
	2
	 
	5
	 
	 

	 
	 

	 
	0
	5
	−8
	 
	−14
	 
	(1.2)

	А = 
	 
	.

	 
	0
	0
	−1
	 
	−3
	 
	 

	 
	 
	 
	 



На підставі (1.2) можемо зробити висновок, що ранг матриці системи (1.1) дорівнює 3 (вона має три ненульових рядка), ранг її розширеної

= ~ =

матриці також дорівнює 3 ( r (A) r (А) 3 ). За теоремою КронекераКапеллі система рівнянь (1.1) є сумісною і має єдиний розв’язок.

ДВНЗ«ДонНТУ» Автомобільно-дорожній інститут











6

Розв`яжемо систему лінійних рівняння за допомогою метода Гаусса. Від матриці (1.2) перейдемо до системи:

	x1 − x2 + 2 x3 = 5,
	 

	 
	5x2 −8 x3 = −14,
	(1.3)

	 
	− x3 = −3,
	 

	 
	 



яка рівносильна системі (1.1).

Із системи (1.3) послідовно знаходимо:

x1 =1; x 2 = 2; x 3 = 3.

Для перевірки підставимо отримані значення невідомих в (1.1):

	2
	1 + 2 − 3 =1,

	 
	1 + 2 2 −2 3 =1,

	3

	 
	− 2 + 2 3 = 5.

	1



Отримали вірні рівності. Отже, отримані значення невідомих задовольняють системі (1.1).

2) Знайдемо розв’язок системи (1.1) за формулами Крамера. Визначники обчислимо за правилом трикутників.

																
	 
	 
	2
	1
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	=
	 
	3 2 − 2
	 
	 
	= 2 2 2 +1 (−2) 1 +3 (−1) (−1) −(−1) 2 1 −1 3 2 −

	 
	 
	1
	 
	−1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	−(−2) (−1) 2 =1,

	 
	 
	1
	1
	−1
	 
	 

	 
	 

	1 =
	 
	1 2 − 2
	 
	=1 2 2 +1 (−2) 5 +1 (−1) (−1) −(−1) 2 5 −1 1 2 −

	 
	 
	5
	−1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	−(−2) (−1) 1 =1,

	 
	 
	2
	1
	 
	−1
	 
	 

	 
	 
	 

	2 =
	 
	3 1
	− 2
	 
	= 2 1 2 +1 (−2) 1 +3 5 (−1) −(−1) 1 1 −1 3 2 −

	 
	 
	1
	5
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	−(−2) 5 2 = 2,

	2
	1
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3 = 3 2 1 = 2 2 5 +1 1 1 +3 (−1) 1 −1 2 1 −1 3 5 −



1−1 5

−1 (−1) 2 = 3.

	x =
	1 ; x
	2
	=
	2 ; x
	=
	3 x
	=1; x
	2
	= 2; x
	= 3.

	1
	 
	 
	3
	 
	1
	 
	3
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3) Знайдемо розв'язок системи (1.1) засобами матричного числення за формулою

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X = A−1B ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.4)

	де
	2 1 −1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3 2
	 
	 
	− 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	A = 
	 
	 
	; X = x
	2
	; B = 
	.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 −1 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x3 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Обернену матрицю А−1 до
	 
	основної
	 
	 
	 
	 
	матриці А
	знайдемо за

	формулою:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	11
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	21
	 
	 
	 
	 
	31
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A12
	 
	 
	 
	 
	 
	A22
	 
	 
	 
	 
	 
	A32
	,
	 
	 
	(1.5)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	13
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	21
	 
	 
	 
	 
	33
	 
	 
	 
	 

	де
	 
	A
	 
	 
	– визначник (детермінант) матриці А;
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Аij (i =1,2,3; j =1,2,3)
	–
	 
	 
	 
	алгебраїчні
	 
	 
	 
	 
	 
	доповнення
	елементів

	матриці A .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	=
	3
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	− 2
	=1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	−1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Алгебраїчні доповнення Аij
	 
	обчислимо за формулою
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Aij
	 
	= (−1)i+ j
	M ij ,
	 
	 
	 
	(1.6)

	де Mij
	– мінори елементів aij
	 
	матриці A .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Використовуючи формулу (1.6), знаходимо:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1+1
	 
	2
	 
	 
	− 2
	 
	= 2;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A11 = (−1)
	 
	 
	−1
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1+2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	− 2
	 
	 
	= −8;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A12 = (−1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1+3
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	2
	 
	= −5;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A13 = (−1)
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	−1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A21 = (−1)
	2+1
	 
	 
	1
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	= −1;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−1
	 
	2
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	A22
	= (−1)
	2+2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	−1
	 
	 
	 
	= 5;

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A23
	= (−1)
	 
	2+3
	 
	 
	 
	2
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 3;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	−
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A31
	= (−1)
	3+1
	 
	1
	 
	−1
	 
	 
	 
	= 0;

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	−
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A32
	= (−1)
	3+2
	 
	 
	 
	2
	 
	−1
	 
	=1;

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	−
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A33
	= (−1)
	2+3
	 
	2
	1
	 
	=1.

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Підставимо отримані значення
	 
	 
	для
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	й Аij у формулу (1.5),

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	одержимо:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	−1
	0
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 

	 
	−1
	=
	 
	−8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	1
	 
	.
	 

	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	−5
	3
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	Із формули (1.4) отримаємо:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x1
	 
	 
	2
	−1 0 
	1
	 
	2 1−1 1+0 5 
	 
	1

	 
	 
	 
	 
	−8
	5 1
	 
	1
	 
	 
	−8 1+5 1+1 5
	 
	 
	2
	 

	x
	2
	 
	= 
	 
	 
	= 
	 
	= 
	.

	 
	 
	 
	−5
	3 1
	 
	 
	−5 1+3 1+1 5
	 
	 

	x 3 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	3
	 



З отриманого матричного рівняння випливає: x1 =1; x 2 = 2; x 3 = 3.

Відповідь: Задана система лінійних рівнянь сумісна і має єдиний розв'язок: x1 =1; x 2 = 2; x 3 = 3.

Задача №2. Дані координати вершин піраміди A1A2 A3 A4 : A1(2;−1;1);

A2 (5;5;4); A3(3;2;−1); A4 (4;1;2). Знайти:

1)довжину ребра A1A2 ;

2)кут між ребрами A1A2 і A1A4 ;

3)кут між ребром A1A4 і гранню A1A2 A3;

4)площу грані A1A2 A3;

5)об'єм піраміди;

6)рівняння прямої A1A2 ;

7)рівняння площини A1A2 A3;

8) рівняння висоти, опущеної з вершини A4 на грань A1A2 A3. Зробити схематичне креслення (рис. 1.1).
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А4

α

ϕ А2

А1 А5

А3 Рисунок 1.1 – Піраміда

1) Визначимо довжину ребра A1A2 .

Розв'язання. Довжина ребра A1A2 дорівнює довжині вектора A1A2 , координати й довжину якого визначимо за формулами:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A1A2 ={x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1},
	 
	(1.7)

	 
	 
	 
	 
	A A
	 
	=
	(x
	2
	− x
	1
	)2 + (y
	2
	− y )2 + (z
	2
	− z )2
	(1.8)

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	1 .
	 
	 

	 
	 
	Підставивши у формули (1.7), (1.8) координати
	точок A1
	і A2 ,

	одержимо:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	A1A 2 ={3;6;3},
	 
	A1A 2
	 
	=
	 
	32 +62 +32 = 3 6.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Відповідь:
	A1A 2
	 
	= 3
	6 (лін.од).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2) Визначимо кут між ребрами A1A2 і A1A4 .
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Розв'язання. Кут між ребрами дорівнює куту між векторами
	A1A2
	і

	 
	 
	. Кут ц між векторами визначимо за формулою
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	A1A4
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos ϕ =
	 
	(A1A2
	 
	A1A4 ).
	 
	 
	 
	(1.9)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A1A2
	 
	A1A4
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Координати і довжину вектора
	 
	 
	обчислимо за формулами (1.7),

	 
	 
	A1A4

	(1.8).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	A1A 4 ={4 −2;1+1; 2 −1}, звідки A1A 4 ={2; 2;1},
	 
	 



A1A 4 =  22 +22 +12 , звідки A1A4 = 3 (лін.од). Скалярний добуток визначається формулою:

	(a b)= axbx + ayby + azbz .
	(1.10)



Використовуючи формулу (1.10), отримаємо:

(A1A 2 A1A 4 )= 3 2 +6 2 +3 1 = 21.
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	Підставивши отримані
	значення для
	у
	 
	 
	 
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	, (
	 
	 
	 
	)

	 
	 
	 
	 
	 

	A1A2
	A1A4
	A1A2
	A1A4

	формулу (1.9), одержимо:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	cos ϕ =
	 
	21
	=
	7
	 
	= 0,9525,
	звідки ц ≈ 17, 71˚.

	 
	3 6
	3
	6

	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Відповідь: Кут між ребрами A1A2 і A1A4 ц ≈ 17, 71˚. 3) Визначимо кут між ребром A1A4 і гранню A1A2 A3.

	Розв'язання. Кут б між ребром A1A4 і гранню
	A1A2 A3 знайдемо за

	формулою:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(A
	 
	N ) ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin α =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1.11)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	N
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	де A - напрямний вектор прямої А1А2; N –
	нормальний вектор

	площини A1A2 A3.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Візьмемо вектор
	 
	 
	 
	 
	 
	у якості напрямного вектора A прямої A1A4 , а

	A1A4

	вектор нормалі N площини A1A2 A3 знайдемо за формулою

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	N = A1A3 × A1A2 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Координати вектора A1A3 визначимо за формулою (1.7):

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A1A3 ={3−2;2 +1;-1-1},
	 
	 
	 

	звідки A1A3 ={1;3;−2}.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Векторний добуток обчислюється за формулою:
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	j
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	×
	 
	=
	ax
	ay
	az
	.
	(1.12)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	b

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	bx
	by
	bz
	 
	 
	 
	 

	Застосовуємо формулу (1.12):
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	i
	 
	 
	j
	 
	k
	 
	 
	 
	(3 3 −(−2) 6)−
	 
	 
	(1 3 −(−2) 3)+
	 
	(1 6 −3 3)=

	N = A1A3 × A1A2 =
	1 3 − 2
	=
	 
	 
	 

	i
	j
	k

	 
	3
	6
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



= 21i −9 j −3k.

	Довжину
	вектора N = A1A3 × A1A2 ={21;−9;−3} визначимо за

	формулою (1.8):
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	N
	 
	=
	(21)2 +(−9)2 +(−3)2 , звідки
	 
	N
	 
	= 531 (лін.од.).

	 
	 
	 
	 



Скалярний добуток (l N ) обчислимо за формулою (1.10): (A N) = 2 21 + 2 (−9) +1 (−3), звідки (l N ) =21.
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