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РАЗДЕЛ 3

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

ТЕМА 1

ФУНКЦИЯ Понятие функции. Основные свойства функции

Пусть x D R и y E R две произвольные переменные. Если каж-

дому значению переменной x по некоторому закону поставлено в соответствие единственное значение переменной y , то говорят, что на множестве D задана

числовая функция y = f (x) . При этом x – независимая переменная, y – зависимая, f – закон соответствия, D – область определения функции, E – множе-

ство значений функции.

Функция y = F(u) , где u = g(x) называется сложной функцией или суперпозицией функций y = F(u) и u = g(x) и обозначается y = F(g(x)) .

Функция называется неявно заданной (неявной), если она задана уравнением F (x, y) = 0 , которое не разрешимо относительно переменной y . Система

уравнений

y = u(t),

x = v(t)

определяет параметрическую зависимость функции y от переменной x (t – пара-

метр). Говорят, что функция задана параметрически.

Если для каждой пары x1, x2 X D такой что x1 < x2 справедливо нера-

венство f (x1) ≤ f (x2 ) ( f (x1) ≥ f (x2 ) ), то функция y = f (x) называется возрастающей (убывающей). Если для каждой пары x1, x2 X D такой что x1 < x2

справедливо неравенство f (x1) < f (x2 ) ( f (x1) > f (x2 ) ), то функция y = f (x) на-

зывается строго монотонно возрастающей (строго монотонно убывающей).

Множество точек X на числовой прямой называется симметричным относи-

тельно начала координат, если для любого числа x X число −x также при-

надлежит множеству X . Функция y = f (x) , заданная на множестве X называ-

ется четной, если

1)множество X симметрично относительно начала координат;

2)для любого x X справедливо равенство f (−x) = f (x) .

Функция y = f (x) , заданная на множестве X называется нечетной, если

1)множество X симметрично относительно начала координат;

2)для любого x X справедливо равенство f (−x) = − f (x) .
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Если функция не является ни четной, ни нечетной, то она называется функцией общего вида.

Функция y = f (x) определенная на множестве X называется ограничен-

ной на этом множестве, если существует положительное число M такое, что для всех x X справедливо равенство | f (x) |≤ M .

	 
	Примеры решения задач
	 

	Пример 3.1. Найти область определения функции
	y = log2 (x −1) .

	 
	 
	2 − x

	Решение. Заданная функция определена для всех значений переменной x ,

	удовлетворяющих условиям
	 

	x −1 > 0,
	x >1,
	 

	 
	или 
	 

	2 − x ≠ 0,
	x ≠ 2.
	 



Следовательно, областью определения данной функции являются интер-

валы x (1;2) (2;+∞) .

Пример 3.2. Доказать, что функция y = x2 является убывающей на множестве (−∞;0] и возрастающей на множестве [0;+∞) .

Решение. Пусть −∞ < x1 < x2 ≤ 0 тогда

	 
	 
	f (x ) − f (x ) = x2
	− x2
	= (x − x )(x + x ) > 0
	,
	 

	 
	 
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	 
	 

	так как
	x1
	+ x2 < 0
	и
	x1
	− x2 <0 .
	Следовательно, f (x1) > f (x2 ) для

	−∞< x < x ≤ 0, т.е. функция y = x2
	является убывающей на интервале (−∞;0].

	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Аналогично для 0 ≤ x1 < x2 <+∞ получаем
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	f (x ) − f (x ) = x2
	− x2
	= (x − x )(x + x ) < 0
	,
	 

	 
	 
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	 
	 

	так как x
	+ x
	> 0 и x
	− x
	<0
	. Следовательно,
	f (x ) < f (x )
	и функция y = x2

	1
	2
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	2
	 



является возрастающей на интервале [0;+∞) .

Пример 3.3. Является ли четной или нечетной функция:

	1)
	y = x3 − x5 ;
	2) y = x2 cos x ;
	3) y = x2 sin
	1 .
	 

	Решение. 1) Область определения x (−∞;+∞)
	 
	x
	 

	рассматриваемой функции

	является
	симметричной
	относительно начала
	координат. Так
	как

	y(−x) = (−x)3 −(−x)5 = −x3 + x5 = −(x3 − x5 ) = −y(x) , то функция
	y = x3 − x5
	не-



четная. Заметим, что здесь можно было воспользоваться свойством нечетных функций: сумма (разность) двух нечетных функций есть функция нечетная.
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2) Так как функции y = x2 и y = cos x четные и заданны на одном и том же множестве x (−∞;+∞) , то их произведение будет также четной функцией. Четность заданной функции также может быть определена по определению: y(−x) = (−x)2 cos(−x) = x2 cos x = y(x) .

	3) Функция y = x2 sin
	1
	определена для всех x (−∞;0) (0;+∞) . Так как

	 
	x
	 



y(−x) = (−x)2 sin (−1x)= −x2 sin (1 x)= −y(x) , тоданнаяфункциябудетнечетной.

	Пример 3.4. Найти линейную функцию, если f (0) =5,
	f (1) = 2 .

	Решение. По условию f (x) – линейная функция, т.е. f (x) = ax +b . Тогда

	 
	f (0) =b =5 и f (1) = x +b = 2 x = 2 −b = −3 .
	 
	 

	Следовательно, f (x) = −3x +5.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример
	3.5.
	Найти квадратичную функцию, если
	f (0) =1, f (−1) =3 ,

	f (1) =5 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение. Так как f (x)
	– квадратичная функция, то
	f (x) = ax2 +bx +c .

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f (0)
	= c =1,
	 
	a
	=3,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f (−1) = a −b + c =3, 
	b =1,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	= a +b + c
	=5,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f (1)
	c =1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Отсюда f (x) =3x2 + x +1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Задачи для самостоятельного решения
	 

	3.1. Найти линейную функцию y = f (x) , если
	 
	 
	 

	1)
	f (−2) =10,
	f (1) = −5 ;
	2)
	f (−10) = −2, f (5) =1;
	 
	 

	3)
	f (−4) = 2,
	f (6) = −3 ;
	4)
	f (−1) =1, f (1) =5 ;
	 
	 

	5)
	f (−3) =3,
	f (6) = 0 ;
	6)
	f (0) =1, f (4) = −9 .
	 
	 

	3.2. Найти квадратичную функцию y = f (x) , если
	 
	 
	 

	1)
	f (−1) = −1,
	f (3) = −3,
	f (6) =12 ;
	2)
	f (−3) = −11,
	f (0) =10,
	f (2) = −6 ;

	3)
	f (−2) =9,
	f (1) =3, f (3) =19 ;
	 
	4)
	f (−4) = −1,
	f (2) = −4,
	f (6) = 4 ;

	5)
	f (−1) = −1,
	f (3) = −3,
	f (6) =12 ;
	6)
	f (−2) =9, f (−1) = 4, f (3) = 24 .

	3.3. Найти область определения функции y = f (x) , если:
	 

	1)
	f (x) =
	x2 − 4 ;
	2)
	f (x) =log2 (3 − x) +log3 (x −2) ;

	3)
	f (x) = cos
	 
	x −5 ;
	4)
	f (x) =
	 
	16 − x2 ;
	 
	 
	 

	 
	 
	9 − x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	5)
	f (x) =
	 
	;
	6)
	f (x) = 2x−1 ;
	 
	 
	 

	x
	−
	1
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	7) f
	(x) =
	 
	 
	x −2
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	8) f (x) = x2 −1 + x − 2 + 3 x2 − 4 ;
	 

	 
	x2
	−5x + 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9);
	f (x) =
	 
	−x +
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	10)
	f (x) = log2 (x2
	+3x −10) ;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	x +
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	11)
	f (x) = ln(3 − x) +
	 
	 
	1
	 
	 
	;
	12)
	f (x) =
	 
	 
	x2 −16
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	log2
	(x2
	+3x −10)
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3 + x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.4. Найти множество значений функции:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	y = 2 + x − x2 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2) y =
	 
	 
	 
	x −1
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2 +1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	y =sin x+| cos x | ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4) y = x2 − x4 , x [−1;4] .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.5. Найти y(−2), y(0), y(1), y(3) , если
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 + x,
	x > 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x = 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	y(x) = 5,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	,
	 
	 
	 
	x < 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.6. Дана функция y = x2 + x . Найти:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	y(−x) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2)
	 
	y(x −1) ;
	 
	 
	 
	3) y(1/ x) ;
	 
	4)
	y(cos x) ;
	 

	5)
	y
	2
	(x) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	6)
	 
	 
	y(x) ;
	 
	 
	 
	7) y(( y(x)) ;
	 
	8)
	1
	y(x)
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	−2 y .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

	3.7. Дана функция y(x) =
	 
	 
	. Найти:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x +1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	y(−x) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2) 1/ y(x) ;
	 
	 
	 
	3) y(2x) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4)
	y(x) +1;
	 
	 
	 
	 
	 
	5) 2 y(x) ;
	 
	 
	 
	6) y(1 − x) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3.8. Являются ли четными или нечетными следующие функции:
	 

	1)
	y =sin(cos x) ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2) y =
	 
	2x −1 ;
	 
	 
	 
	3) y =| sin3 x | ;
	 
	 
	 

	4)
	y = ln
	1+ x
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5) y =
	 
	2x −2−x
	;
	 
	 
	 
	6) y =
	3x +3−x
	 
	;
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1 − x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 

	7)
	y
	= x +
	1
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	8) y =
	 
	x −1
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	9) y =
	(1
	+ 2x )2
	;
	 

	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	| x −1|
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10)
	y = x2 − x4 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	11) y = x2 sin x ;
	 
	 
	 
	12) y = x + x−1, x [2;4].

	3.9. Функции f (x) и g(x)
	определены на множестве X , симметричном от-

	носительноначалакоординат. Является личетнойфункция(ответобосновать):
	 

	1)
	f (x) + g(x) , если
	 
	f (x)
	 
	и g(x) – четные функции;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	f (x) − g(x) , если
	 
	f (x)
	 
	и g(x) – четные функции;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	f (x)g(x) , если f (x)
	и g(x) – четные функции;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4)
	f (x)g(x) , если f (x)
	– четная функция, а g(x) – нечетная функция.
	 

	3.10. Функции
	f (x)
	и g(x) определены на множестве
	X , симметричном



относительноначалакоординат. Является линечетнойфункция(ответобосновать):
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1)f (x) + g(x) , если f (x) и g(x) – нечетные функции;

2)f (x) − g(x) , если f (x) и g(x) – нечетные функции;

3)f (x)g(x) , если f (x) и g(x) – нечетные функции;

4)f (x)g(x) , если f (x) – четная функция, а g(x) – нечетная функция.

3.11. Является ли ограниченной снизу функция (ответ обосновать):

	1)
	y = x2 ;
	2)
	y = arctgx ;
	3)
	y =log2 x ;

	4)
	y = x3 ;
	5)
	y = arcctgx ;
	6)
	y = ctgx .



3.12. Является ли ограниченной сверху функция (ответ обосновать):

	1)
	y = x ;
	2)
	y =1 x2 ;
	3)
	y = tgx ;

	4)
	y = x +5 ;
	5)
	y =sin x ;
	6)
	y = (1/π)x .



3.13. Является ли ограниченной функция (ответ обосновать):

	1)
	y = arcsin x ;
	2)
	y = 2x ;
	3)
	y = cos x ;

	4)
	y = log0,5 x ;
	5)
	y = 3 x2 ;
	6)
	y = tgx .



ТЕМА 2

ПРЕДЕЛ ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Понятие числовой последовательности и ее предела

Если каждому натуральному числу n по некоторому закону поставлено в соответствие единственное число xn , то говорят, что задана числовая последо-

вательность x1, x2 , x3 ,..., xn ,... . Числа x1, x2 , x3 ,..., xn ,... называются членами по-

следовательности, xn – общим членом последовательности, число n – поряд-

	ковым номером члена последовательности xn . Последовательность обозначают

	так: {х }
	∞
	, {х } или х , n =1,2,....
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n
	n=1
	n
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Из определения следует, что последовательность является числовой функ-

	цией y = f (n) , заданной на множестве натуральных чисел N , т.е. xn = f (n) .

	Число а называется пределом последовательности {хn} при n →∞, если

	для любого ε > 0 существует N = N (ε) > 0 , зависящее от ε, такое, что для всех

	n > N(ε)
	справедливо
	неравенство
	 
	x −a
	 
	<ε . Обозначают:
	lim x
	= a или

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	n→∞
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 



xn →a при n →∞.

Интервал (a −ε,a +ε) называется ε-окрестностью числа а (или точки а). Тогда число а называется пределом последовательности {хn} при n →∞, если для любого ε > 0 найдется такой номер N = N(ε) > 0 , что для всех n > N(ε) все члены последовательности {хn} будут находиться в ε-окрестности числа а.

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, в против-

ном случае – расходящейся.
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Бесконечно малая величина и ее свойства

Последовательность αn называется бесконечно малой величиной (б.м.в.),

если limαn = 0 .

n→∞

1)Алгебраическая сумма бесконечно малых величин есть величина бесконечно малая.

2)Произведение бесконечно малой величины на константу есть величина бесконечно малая.

3)Произведение бесконечно малой величины на ограниченную последовательность есть величина бесконечно малая.

4)Произведение конечного числа бесконечно малых величин есть величина бесконечно малая.

5)Для существования предела а последовательности {хn} необходимо и

достаточно, чтобыпоследовательность {хn −a} былабесконечномалойвеличиной.

Бесконечно большая величина. Связь между бесконечно большой и бесконечно малой величинами

		Последовательность
	{хn} называется
	бесконечно большой
	величиной

		(б.б.в.),
	если для любого числа 0 < M < +∞,
	существует номер N ,
	такой,
	что

		для всех n > N справедливо неравенство | xn |> M .
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

		1)
	Если
	α
	n
	– б.м.в. и α
	n
	≠ 0, то обратная ей последовательность
	y
	n
	=
	 

		α

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		есть б.б.в.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

		2)
	Если
	y
	n
	– б.б.в. и
	y
	n
	≠ 0, то обратная ей последовательность
	α
	n
	=
	 

		yn

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



есть б.м.в.

Предельный переход при арифметических операциях

	Еслипоследовательности {х }
	и {y
	} сходящиесяи lim x
	n
	= A, lim y
	n
	= B , то

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	n
	n→∞
	n→∞
	 

	1)
	lim(x
	n
	± y
	n
	) = lim x
	± lim y
	n
	= A ± B ;
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	n
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	lim(x y
	n
	) = lim x lim y
	n
	= A B ;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	n
	 
	 
	 
	n→∞
	n
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	lim cx
	= clim x = cA , где c = const ;
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	n
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	xn
	 
	 
	lim x
	A
	 
	(lim yn ≠ 0).
	 
	 
	 
	 
	 

	4)
	lim
	 
	=
	n→∞
	n
	=
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞ yn
	 
	lim yn
	B
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n→∞
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Примеры решения задач

	Пример 3.6. Написать первые пять членов последовательности а
	 
	= n2 +1.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 

	Решение.
	Подставляя
	значения
	n =1;2;3;4;5 ,
	получаем
	а =12 +1 = 2 ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	а = 22 +1 =5
	,
	а =32 +1 =10 ,
	а = 42 +1 =17 , а =52
	+1 = 26. Таким
	образом,

	2
	 
	3
	4
	5
	 
	 
	 
	 

	получили последовательность {2; 5; 10; 17; 26}.
	 
	 
	 
	 

	Пример 3.7. Используя определения предела последовательности, дока-

	зать что lim n + 2 =1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n→∞
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение. Надо доказать, что для любого положительного числа ε
	найдется



номер N , зависящий от ε, такой, что для всех n > N справедливо неравенство

	 
	 
	n + 2
	−1
	 
	 
	<ε ,
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	или
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n + 2
	−1
	 
	=
	 
	2
	 
	=
	2
	<ε
	(т.к. n N , то n > 0 и | n |= n ).

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	n
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	Отсюда n > 2 / ε . Таким образом, если взять натуральное числоN , большее, чем

	2 / ε , например, N = N(ε) =[
	2 / ε]+1 (где [2/ε]
	– целая часть числа 2 / ε ), то для

	всех n > N будет выполняться неравенство
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n + 2
	 
	 
	2
	2
	 
	2
	 
	2
	 
	=ε .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	−1
	= n <
	 
	 
	<
	 
	 
	<
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	N(ε)
	[2 /ε]+1
	2 / ε
	 
	 
	 

	Что и требовалось доказать.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 3.8. Найти пределы:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1) lim
	3n2 + n −1
	 
	;
	 
	2) lim
	 
	n3 − 2n +5
	 
	;
	3) lim
	n2 −n(n −2)
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	(n −1)2 + 2n +3
	n2 + 2n +3

	n→∞ n2 + 2n +3
	 
	 
	n→∞
	 
	n→∞
	 

	Решение. В приведенных примерах выражения, стоящие под знаком пре-



дела при n →∞ представляют собой отношение двух бесконечно больших величин. Для вычисления предела числитель и знаменатель дроби можно разделить на старшую степень значения n и воспользоваться тем, что при k > 0

lim 1k = 0.

n→∞ n




9













	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3n2 + n −1
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3n2 + n −1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3 + n
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1) lim
	= lim
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	n2
	= 3 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2n +3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n→∞ n2 + 2n +3
	 
	n→∞ n2
	 
	 
	 
	x→∞
	2 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 + n
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(т.к. lim 2
	= lim 1
	= lim
	3
	 
	= lim
	 
	1
	 
	= 0 ).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	n→∞ n
	n→∞ n
	 
	n→∞ n2
	 
	n→∞ n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2) lim
	 
	n3 −2n +5
	 
	= lim
	 
	n3
	− 2n +5
	 
	= lim
	n3 − 2n +5
	=
	 
	 
	 

	 
	(n −1)2 + 2n +3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2 + 4
	 
	 
	 
	 
	 

	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞ n2 − 2n +1 + 2n +3
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n3 − 2n +5
	 
	1 −
	 
	2
	 
	 
	+
	 
	 
	5
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n3
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	n3
	 
	 
	=∞.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	2
	+ 4
	 
	 
	 
	1 4
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n2 −n(n − 2)
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	−n2 + 2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 

	3) lim
	= lim
	= lim
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	 
	 
	 
	n
	 
	= 0 .

	n2 + 2n +3
	 
	n2
	+ 2n +3
	 
	+ 2n +3
	 
	 
	 
	 
	2 3
	 

	n→∞
	n→∞
	 
	 
	n→∞ n2
	 
	 
	 
	n→∞
	1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ n +
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2
	 
	 



При вычислении пределов последовательностей из примера 3.8 можно было воспользоваться следующим правилом:

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	если m < k,

		 
	a
	 
	nm + a
	nm−1 +... + a
	0,

		 
	m
	a
	 

		lim
	 
	 
	m−1
	0
	= 
	m , если m = k,

		b nk +b nk −1 +... +b

		n→∞
	 
	b
	 

		 
	 
	k
	k −1
	0
	k
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	если m > k.

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	∞,



		Пример 3.9. Вычислить lim
	sin n
	.
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 

		n→∞
	n2
	1
	 
	sin n

		Решение. Так как | sin n |<1
	для всех n и lim
	= 0 , то выражение

		 
	n2

		 
	 
	n→∞ n2
	 



представляет собой произведение ограниченной последовательности на б.м.в. Тогда

sin n = lim n2 0.

n→∞

Пример 3.10. Вычислить lim n 3n .

n→∞

Решение. Используем известные пределы:
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	lim n
	n =1 и
	lim n a =1 (a > 0) .
	 
	 
	 
	 

	n→∞
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim n
	3n = lim n
	3 lim n
	n =1 1 =1.
	 
	 
	 
	 

	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 3.11. Вычислить limn→∞(
	n2 +1 − n).
	n2 +1 − n) на сопряженное

	Решение. Умножим и разделим выражение (

	ему выражение (
	n2 +1 + n). Тогда получаем
	 
	 
	 
	 

	lim
	(
	n
	2
	+1 − n
	)
	= lim
	(
	n2 +1 − n)( n2 +1 + n)
	= lim
	n2 +1 − n2

	 
	 
	 
	n2 +1 + n
	 
	 
	=

	 
	 
	 
	 
	 

	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞
	n2 +1 + n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	 
	1
	 
	= 0 .
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n2 +
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	1 + n
	 
	 
	 
	 



Задания для самостоятельного решения

3.14. Найти первые пять членов последовательность {хn}, если

	1)
	х
	 
	= n3 −1;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2)
	х
	=sinπn;
	 
	 
	 
	 
	 
	3)
	х
	=
	n2 − n ;

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	4)
	х
	 
	= n−1 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5)
	х
	= 1 +
	1 2 ;
	 
	 
	 
	 
	6)
	х
	= sin(πn / 2) .

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	n

	3.15.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Зная первые члены последовательности,
	написать одно из возмож-

	ных выражений для ее общего члена:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	2
	;
	5
	;10
	;17
	; 26
	;...;
	 
	 
	 
	 
	2)
	1;
	1
	;2;
	1 ;3; 1
	;4;
	1
	;...;

	 
	3
	 
	8 13 18
	23
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	3
	4
	 
	5
	 

	3)
	1;
	4 ;
	9
	; 16 ;
	 
	 
	25
	 
	;
	 
	36
	;... ;
	 
	 
	4)
	1;
	4
	;
	1 ; 4 ;
	1 ;... ;
	 
	 

	6
	120
	720
	 
	 
	3
	 
	 

	 
	 
	2
	 
	24
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	5
	3
	 
	 
	 

	5)
	2
	;
	5
	;10
	;17
	; 26
	;
	37 ;... ;
	 
	 
	6)
	1;
	1
	;3;
	1 ;5; 1
	;7;
	1
	;..;

	 
	1
	 
	2
	 
	3
	4
	5
	 
	 
	6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	4
	6
	 
	8
	 

	7)
	1;−
	 
	1
	 
	;
	 
	1
	 
	 
	;−
	1
	 
	;
	 
	1
	;−
	1
	;...;
	8)
	3;−3; 3;−3; 3;−3;...;

	 
	2
	3
	 
	 
	 
	5
	6

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9)
	1; 0; −1; 1; 0; −1; 1; 0; −1;...;
	 
	10) 1; 7; 31; 127; 511;....

	3.16.
	 
	Найти первые пять членов последовательности {хn}, заданной ре-

	куррентным соотношением:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn−1
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	x
	 
	=3x −2, x =1
	;
	 
	 
	 
	2)
	x
	 
	 
	=
	 
	,
	x =1, x = 2 ;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n+1
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n+1
	 
	xn
	 
	 
	2
	 
	3
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		3) xn+1 = x1 + x2 +... + xn , x1 = 2 ;
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 

		4) xn+1 =
	xn +
	 
	, x1
	= 2 .

		2
	 

		 
	 
	 
	xn 
	 
	 



3.17.Доказать, что последовательность q,q2 ,q3 ,...,qn ,… сходится к нулю,

если q <1.

3.18.Доказать, что последовательность (−1)n не имеет предела.

3.19.Доказать, что последовательность xn =5n −1 не является сходящейся.

3.20.Пользуясь определением предела доказать, что:

																													
	1)
	lim
	2n −1
	=
	2
	;
	2)
	lim
	5n2 −1
	=
	5
	;
	3) lim
	 
	3n
	 
	= 0 ;
	 
	 
	 
	 
	 

	3n +1
	3
	2n2 −4
	2
	 
	2 −n2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4)
	lim
	n +1
	 
	=
	1
	;
	5)
	lim
	n2
	+5
	 
	 
	=1;
	 
	 
	6)
	lim
	n2 − 4
	 
	=
	1
	;

	2n −1
	2
	 
	−2n
	 
	 
	 
	3n2 −1
	3

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	n→∞ n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 

	7)
	lim
	2n +1
	=1;
	 
	8)
	lim
	n −1
	=1
	;
	 
	 
	9)
	lim
	1 + (−1)n
	= 0 .

	2n
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 







3.21. Составить последовательности:

1)возрастающую и сходящуюся к нулю;

2)убывающую и сходящуюся к двум;

3)убывающую и расходящуюся;

4)возрастающую и расходящуюся. 3.22. Найти пределы:

	1)
	lim
	3n +1
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5n −2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	lim
	 
	n2 − n + 4
	 
	;
	 
	 

	2n2 +5n −3
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 

	5)
	lim
	 
	2n +1
	 
	5 −n 
	;

	 
	n −1
	 
	n +
	1
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 

	7)
	lim
	n + (−1)n
	;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞ n −(−1)n+1
	 
	 
	 
	 

	9)
	lim n 7n −3 ;
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	11) lim
	 
	n + 2 −n
	;
	 
	 

	 
	n + 2 + n
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	3n +1
	5
	 
	 
	 
	 

	13) lim
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	6n −5
	 
	 
	 
	 
	 

	15) limn→∞( 2n +5 −
	 
	n −1);

	17) lim
	1 + 2 +... + n ;
	 

	 
	n→∞
	 
	n2
	 
	 
	 
	 
	 
	 






		2)
	lim
	3n + 4
	;

		 
	 

		 
	n→∞ n2 −5n +1
	 

		4)
	lim
	4n2 −7
	;

		3 +6n −n2

		 
	n→∞
	 



	6)
	lim
	 
	 
	4n −1
	;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞ 0,2n +3
	 
	 
	 

	8)
	lim n 5n ;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	n2 − n − n);
	 

	10)
	limn→∞(
	 

	12)
	limn→∞(
	2n +1 − 2n );

	14)
	lim n
	n8
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	16)
	lim12 + 22 +... + n2
	;

	 
	n→∞
	 
	3n3 + 4n − 2
	 
	 

	18)
	lim
	 
	2n3
	3
	+ 4n2
	−5
	 
	;

	 
	 
	 

	 
	n→∞
	 
	n
	−5n
	+1
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