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ПРЕДИСЛОВИЕ

Методическое пособие отражает содержание практических занятий и частично лекций курса «Статистическая физика и термодинамика», который длительное время читал автор на радиофизическом факультете Харьковского национального университета. Курс является завершающим разделом общей дисциплины «Теоретическая физика», рассчитан на 54 часа лекций и 18 часов практических занятий, включающих 1 час контрольной работы по индивидуальным заданиям.

Цель издания – разработать, собрать и систематизировать в одном пособии представленные в различных учебниках, учебных пособиях и монографиях (см. список литературы) задачи и упражнения. Выбор их тематики определялся уровнем образования в классических и педагогических университетах и значимостью в прикладных разделах физики, включая радиофизику, электронику, спектроскопию, биофизику и т.п.

Активному усвоению материала способствует структура пособия. В нем излагаются необходимые сведения о теории вероятностей и математическом аппарате. В начале каждого раздела наряду с фундаментальными положениями, законами, методами статистической физики и термодинамики представлены основные формулы и соотношения. Для развития культуры и приобретения навыков самостоятельной работы приведены подробные решения с анализом характерных типовых задач. Завершает раздел набор задач различной трудности, которые могут быть предложены как на аудиторных занятиях, так и в качестве домашнего задания.

Из-за ограниченности времени, отводимого на практические занятия, в пособие не включены задачи, связанные с вопросами равновесия фаз и физической кинетики.

Автор считает, что работа с пособием закрепит теоретические знания студентов и подготовит их к изучению специальных дисциплин, сессионным и государственным экзаменам.

Автор
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1.МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ

1.1Гамма−функция

	Тождественные
	интегральное
	и
	факториальное
	представления

	гамма−функции Γ(z)
	для всех вещественных или комплексных значений z

	имеют вид:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Γ(z) = ∫e−x xz−1dx ,
	для
	Re z > 0 ,
	(1.1)

	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 

	Γ(z,β) = ∫e−βx xz−1dx =β−zΓ(z) ,
	для β > 0 ,
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Γ(z) = lim
	 
	m! mz
	 
	,
	(1.2)

	 
	 
	+1)
	... (z + m)

	 
	m→∞ z(z
	 
	 

	 
	∞
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	[Γ(z)]−1 = zeγz ∏{(1+ z m) exp(−z m)},
	(1.3)

	 
	m=1
	 
	 
	 
	 
	 

	m
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	где γ = lim ∑(1 n) −ln m ≈ 0.57721 – постоянная Эйлера.
	 

	m→∞ n=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 



При произвольных значениях аргумента справедливы следующие рекуррентные соотношения

Γ(z +1) = zΓ(z); Γ(z)Γ(1− z) = −zΓ(z)Γ(−z) = πsin πz. (1.4)

Когда z является положительным целым или полуцелым числом, то

	 
	2n
	 
	 
	Γ(1 2) = π ;
	(1.5а)

	Γ(n +1) = n!; Γ(n +1 2) = (2n)! π 2
	 
	(n!) ;

	Γ(1 2 − n) = (−1)n 2n (n!)
	π (2n)!.
	(1.5б)

	Через гамма-функцию определяется интеграл Пуассона
	 

	∞
	 
	 
	 
	 
	 

	∫e− βy2 yz dy = 0.5β−( z+1) 2Γ[(z +1)
	2].
	(1.6)

	0
	 
	 
	 
	 
	 



1.2. Функции Гаусса и вероятности ошибок (error function)

Функцией Гаусса называют нормированную зависимость вида:

	ψ(x) = exp(−x2 2δ2 ) 2πδ2 .
	(1.7)
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Ее ширина 2δ есть расстояние между точками x = −δ и x = δ, где вторая производная равна нулю.

Функция вероятности ошибок (интеграл вероятности):

	Φ(x) = erf x =
	2
	∫x
	e− t2 dt .
	(1.8)

	 

	 
	π
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	 



Чтобы получить приближенное значение Φ(x) , подынтегральную функцию представляют степенным рядом с последующим интегрированием слагаемых:

	Φ(x) =
	2
	x −
	x3
	+
	x5
	−... + (−1)n x2n+1
	+... .
	(1.9)

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1! 3 2! 5
	n! (2n +1)
	 
	 

	 
	π 
	 
	 



Через функцию вероятности вычисляются интегралы

	∞
	 

	∫e−t2 dt = π(1± Φ(x)) 2;
	(1.10а)

	±x
	 

	∞
	 

	∫t2e−t2 dt = π(1 Φ(x)) 4 ± xe−x2 2 .
	(1.10б)



±x

1.3. Функциональный определитель

1.3.1. О п р е д е л е н и е . Пусть в некоторой области G Rn определены функции f1,..., fn , каждая из которых зависит от n аргументов x1,..., xn . Функции fk непрерывны, соответственно дифференцируемы по каждой из координат xj ( k, j =1,..., n). Функциональным определителем (якобианом

преобразования (ЯП)) от функций {fk }nk=1 по переменным {xk }nk =1 называют

определитель n -го порядка, элементы которого задаются частными производными:

	 
	 
	 
	 
	∂f1
	...
	∂f1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	∂x
	∂x
	 
	 
	 
	 

	D( f1
	,..., fn )
	 
	1
	 
	n
	 
	 
	 

	=
	...
	...
	...
	 
	.
	(1.11)

	D(x
	,..., x )
	 
	 
	∂fn
	 
	∂fn
	 
	 
	 

	1
	n
	 
	 
	...
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	∂x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	n
	 
	 
	 



Абсолютное значение якобиана преобразования в некоторой точке равно коэффициенту искажения объема в n -мерном пространстве в этой точке. ЯП применяется в формулах преобразования кратных интегралов, например:











8

		∫∫...∫Φ( f1,..., fn )df1...dfn = ∫∫...∫Φ[ f1(x1,..., xn ),..., fn (x1,..., xn )]
	 
	D( f1,..., fn )
	 
	dx1...dxn .

		D(x1,..., xn )

		∆
	 
	∆
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Функции f1,..., fn
	называются зависимыми, если существует функция F ,

		удовлетворяющая в каждой точке пространства x1,..., xn
	соотношению
	 
	 

		 
	 
	F {f1 (x1,..., xn ),..., fn (x1,..., xn )}= 0 .
	 
	 

		Чтобы функции
	 
	f1,..., fn были
	 
	независимыми в рассматриваемом

		пространстве, ЯП не должен обращаться тождественно в нуль.
	 
	 

		1.3.2. С в о й с т в а
	я к о б и а н а
	 
	п р е о б р а з о в а н и я следуют из

		его определения:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	D
	( f1,..., fk ,
	fk +1,...,
	fn )
	=
	 
	D ( f1,..., fk
	)
	 
	,
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 

		 
	D
	(x ,..., x
	, f
	k
	+1
	,...,
	f
	n
	)
	 
	D
	(x ,..., x
	)
	 
	 
	 

		 
	 
	1
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	k
	 
	 
	( fk +1 ,..., fn )=const
	 
	 

		 
	 
	D( f1, f2 )
	= − D( f2 , f1 )
	= D( f2 , f1)
	 
	 

		 
	 
	,
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	D(x , x )
	 
	D(x , x )
	D(x
	, x )
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	1
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	2
	2
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 







	 
	 
	 
	 
	df
	, f2
	 
	 

	d D( f1, f2 )
	 
	D
	1
	 
	 

	=
	 
	dt
	 
	 
	 
	+

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	dt D(x , x )
	D(x , x
	)
	 

	 
	 
	 

	1
	2
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 






	 
	f1,
	df
	 
	 

	D
	 
	2
	 

	 
	 
	dt
	 
	.

	D(x , x )
	 

	 
	 

	 
	1
	2
	 
	 








	Пусть функции
	f j зависят
	 
	от
	xk , а
	функции
	xk заданы уравнениями

	xk = gk (z1,..., zn )
	( j,k =1,..., n )
	и дифференцируемые по каждой из координат,

	тогда соответствующий ЯП равен
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	D( f1,..., fn ) =
	D( f1,..., fn ) 
	D(x1,..., xn ) .
	 

	 
	D(z ,..., z
	n
	)
	D(x ,..., x )
	D(z ,..., z
	)
	 

	 
	1
	 
	1
	n
	1
	n
	 
	 

	1.4. Дифференциал функции двух переменных
	 
	 
	 

	1.4.1. О п р е д е л е н и е . Дифференциалом функции
	f (x, y) называется

	главная линейная часть ее приращения
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	df = (∂f ∂x)dx + (∂f ∂y)dy .
	(1.12)



При этом величина смешанной производной функции, непрерывной в области определения, не зависит от порядка переменных, по которым берутся производные
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	∂2 f ∂x∂y = ∂2 f ∂y∂x .
	(1.13)



Например, произвольное линейное приращение ∆F(x, y) = Q(x, y)∆x + P(x, y)∆y в случае существования и непрерывности функций Q(x, y) , P(x, y) и их производных будет полным дифференциалом при равенстве Q′y = Px′. Если ∆F

есть дифференциал, то ∫∆F = 0.

1.4.2. Д и ф ф е р е н ц и а л 2 – г о п о р я д к а ф у н к ц и и д в у х п е р е м е н н ы х f (x, y) :

d 2 f = (∂2 f ∂x2 )dx2 + 2(∂2 f ∂x∂y)dxdy +(∂2 f ∂y2 )dy2 .

Если f (x, y) имеет экстремум в точке (x0 , y0 ) , то в этой точке ее дифференциал 1-го порядка либо тождественно равен нулю, либо не

	существует. Условие df (x, y) = 0
	равносильно системе двух равенств:
	 

	∂f (x, y)
	∂x = 0 , ∂f (x, y) ∂ y = 0 .
	(1.15)



Определение экстремума функции и его необходимое условие остаются теми же для любого числа аргументов.

Достаточным условием экстремума функции f (x, y) в точке (x0 , y0 ) , удовлетворяющей уравнениям (1.15), является выполнение неравенства

	∂
	2
	f2
	 
	∂
	2
	f2
	 
	∂
	2
	f
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	−
	 
	 
	> 0 .
	(1.16)

	 
	 
	 
	 
	∂ x ∂ y

	∂x
	 
	∂ y
	 
	 
	 
	 

	Функция f (x0 , y0 ) имеет максимум,
	когда
	 
	fxx′′ (или
	fyy′′ ) отрицательна,



– минимум, если fxx′′ (или fyy′′ ) положительна. В силу (1.16) знаки вторых производных fxx′′ и fyy′′ совпадают.

1.5. Разложение функций в ряды

1.5.1. С т е п е н н ы е р я д ы . Функцию f (x) , непрерывную и имеющую все производные при x = a , можно (когда выполнено условие сходимости) представить в виде степенного ряда Тейлора или Маклорена

( a = 0):

	∞
	 

	f (x) = ∑ f (n) (a)(x − a)n n!.
	(1.17)



n=0
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