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Цель вычислений в проникновении в суть, а не в цифрах. Цель расчетовпонимание, а не числа.

Р. Хемминг.

1Методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений

Современная вычислительная техника и накопленный опыт позволяют приближенно вычислять решения больших и сложных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Особую важность при численных расчетах имеет гарантированная точность вычисленного решения, которая зависит от влияния на решение неизбежных ошибок входных данных и ошибок округления.

Существуют мощные пакеты, позволяющие решать как аналитически, так и численно большое число задач для ОДУ (обыкновенных дифференциальных уравнений). Уверенному использованию таких пакетов при расчетах помогают знания вычислительных методов решения ОДУ и их особенностей. Иногда появляются задачи, для которых требуется модифицировать старые или создавать новые методы и алгоритмы.

В курсе "Численные методы" обсуждаются некоторые наиболее распространенные методы и алгоритмы решения задач, которые имеют единственное решение, непрерывно зависящее от входных данных.

Следует, однако, отметить, расчет приближенного решения корректно поставленной задачи может быть неустойчиввым, т.е. неизбежные малые ошибки при вводе данных и ошибки округления могут привести к большой погрешности результата. Например, требуется численно найти решение уравнения

u0 = 8u ¡ 64x;

удовлетворяющее начальному условию u(0) = 1.
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Эта задача Коши, очевидно, корректна и имеет единственное точное решение u = 8x + 1. При вычислении ее приближенного решения возможна большая погрешность результата, если начальные данные заданы с малой погрешностью. Действительно, общее решение уравнения u0 = 8u ¡ 64x имеет вид u = 8x + 1 + Ce8x. Константа C = ", если в начальном условии сделана ошибка, т.е. u(0) = 1 + ". На рис.1 видно, что приближенное решение u = 8x + 1 + "e8x при возрастании x существенно отличается от точного.

Рис. 1: Точное решение изображено сплошной, приближенное, соответствующее погрешности " = 10¡5, штриховой линиями.

Подавляющее большинство методов и алгоритмов предлагается для решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Это объясняется тем, что дифференциальное уравнение любого порядка, разрешенное относительно старшей производной, можно свести к эквивалентной системе ОДУ первого порядка.

Например, решение обыкновенного дифференциального уравнения p - ого порядка

	u(p) = f(x; u; u0; u00; : : : ; u(p¡1)) x 2 [a; b]
	(1.1)



можно свести к решению эквивалентной системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, введя дополнительные функции

u1(x) = u(x); u2(x) = u0(x); u3(x) = u00(x); : : : ; up¡1(x) = u(p¡1)(x):
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Тогда дифференциальное уравнение (1.1) эквивалентно системе ОДУ первого порядка

	u10
	= u2
	 

	u20
	= u3
	 

	: : : : : : : : : : : :
	(1.2)

	up0
	¡1 = up
	 

	up0
	= f(x; u1; u2; : : : ; up¡1)
	 



	В векторной форме эта система имеет вид
	 

	 
	 
	u0 =
	 
	(x; u);
	(1.3)

	F

	где
	 
	(x; u) = (u2; : : : ; up¡1; f(x; u1; u2; : : : ; up)), u = (u1; u2; : : : ; up),
	u0 =

	F



(u01; u02; : : : ; u0p) – p-мерные вектор–функции.

Если решение (1.1) должно удовлетворять, например, p краевым условиям

gk(a; u(a); u0(a); u00(a); : : : ; u(p¡1)(a)) = 0 k = 1; : : : ; m

gk(b; u(b); u0(b); u00(b); : : : ; u(p¡1)(b)) = 0 k = m + 1; : : : ; p;

то в векторной форме их можно записать в виде gi(¹u(a)) = 0; i = 1; 2; : : : ; m gi(¹u(b)) = 0; i = m + 1; : : : ; p:

Аналогично задачу для произвольной системы дифференциальных уравнений любого порядка можно заменить эквивалентной задачей для системы уравнений первого порядка.

Условно методы решения ОДУ можно разбить на три группы.

1. Точные методы, которые позволяют выразить решение через элементарные и (или) специальные функции, а также через квадратуры от таких функций. Эти методы изучаются в курсе "Дифференциальные уравнения". Редкая удача, когда при исследовании практической задачи можно использовать такие методы.
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2.Приближенные методы. C их помощью решение вычисляется как предел последовательности, элементы которой выражаются через элементарные и (или) специальные функции или через квадратуры от таких функций. Например, решение разыскивается в виде отрезка ряда. Область применения таких методов ограничена.

3.Численные методы, когда вычисляются значения приближенного решения при некоторых выбранных значениях аргументов (или, как говорят, на выбранной сетке). Такие методы применимы к широкому классу задач.

2Методы решения задачи Коши

Пусть требуется численно решить задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

u0 = F (x; u);

x 2 [a; b]; x0 = a:

u(x0) = u0

Почти все методы ее решения можно получить, обобщая методы решения одного уравнения. Суть этого обобщения состоит в переходе от скалярных равенств и выражений к векторным (выражениям для компонент решения). Поэтому в курсе „Численные методы\ обычно рассматриваются методы вычисления решения задачи Коши для одного уравнения

	u0 = f(x; u); x
	2
	[a; b]



(2.1)

u(a) = u0

Предполагается, что выполнены условия теорема существования и единственности решения задачи Коши, причем решение имеет достаточное число непрерывных производных.
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Приближенные методы

2.1Метод Пикара

Уравнение (2.1) эквивалентно интегральному уравнению

Zx

u(x) = u(x0) + f(t; u(t)) dt:

x0

С помощью этого уравнения строятся последовательные приближения

Zx

u(n)(x) = u(x0) + f(t; u(n¡1)(t)) dt; n = 1; 2; : : : :

x0

Если начальное приближение неизвестно, то можно положить u(0)(x) = f(x; u(x)). На каждом шаге интегрирование выполняется либо точно, либо численно. Если f(x; u) удовлетворяет условию Липшица по переменной u в области G плоскости (x; u), то последовательные приближения равномерно сходятся к точному решению в G. Метод Пикара неэффективно применять при решении систем, т.к. требуется вычислять много интегралов.

2.2Метод малого параметра

Этот метод, который предложил Пуанкаре в конце 19 века, применяется для решения задач с параметром. Пусть требуется вычислить приближенное решение задачи

	u0 = f(x; u; ¸); x
	2
	[a; b]

	 
	 



(2.2)

u(a) = u0;

где ¸ – некоторый параметр. Предполагается, что при ¸ = ¸0 известно u0(x)

– решение (2.2), а f(x; u; ¸) можно разложить f(x; u; ¸) в ряд по степеням

(¸ ¡ ¸0).
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Приближенное решение для ¸ из малой окрестности ¸0 разыскивается в виде отрезка ряда

	 
	n
	 
	 

	u(x) ¼ u(n)(x) =
	Xk
	 
	 

	(¸ ¡ ¸0)kyk(x); где y0
	(x) = u0(x):
	(2.3)

	 
	=0
	 
	 



Если разложение f(x; u; ¸) и u(n)(x) подставить в (2.2), а затем приравнять коэффициенты при одинаковых степенях (¸¡¸0), то для вычисления yk(x) получатся обычно более простые (как правило, линейные) задачи.

Важно и часто трудно доказать сходимость ряда (2.3) и получить оценки, позволяющие выбрать n для заданной точности ". Ответ на эти вопросы обычно дается для конкретных задач, и в курсе „Численные методы\ не обсуждается.

Пример. Требуется найти решение задачи

u0 = ¡u + ¸u2; x 2 [0; 1]

(2.4)

u(0) = 1

При ¸ = ¸0 = 0 задача (2.4) имеет решение u0(x) = e¡x. Подставив в (2.4) разложение

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Xk
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	u(n)(x) =
	¸kyk(x);
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=0
	 
	 
	 
	 

	получим для вычисления yk(x) серию задач Коши
	 

	y0
	= y
	;
	y0
	=
	¡
	yk +
	 
	 
	ym(x)yn(x)
	 

	0
	¡
	0
	и
	k
	 
	m+P
	 
	¡
	1
	k = 1; 2; : : : :

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=k
	 
	 

	y0(0) = 1
	yk(0) = 0
	 
	 
	 
	 



Решения этих задач легко находятся y0 = u0(x) = e¡x, y1 = e¡x ¡ e¡2x и т.д.

Заметим, что если задача не зависит от параметра, то иногда его разумно ввести. Например, требуется решить задачу

u0 = u2 + x2; u(a) = u0; x 2 [a; b]:
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Можно методом малого параметра разыскивать решения ui(x) задач Коши

u0i = ¸iu2i + x2; ui(a) = u0

где ¸i = ih, i = 0; 1; : : : ; k, ¸k = 1. Решение u0(x) легко вычисляется. Для вычисления ui(x) в качестве начального приближения выбирается ui¡1(x), найденное на предыдущем шаге. Шаг h выбирается так, чтобы обеспечить сходимость разложений ui(x) по малому параметру ¸¡¸i. Если это удается, то uk(x), соответствующее ¸k = 1, является искомым решением

2.3Разложение решения в ряд Тейлора

Пусть искомое решение u(x) задачи (2.1) имеет нужное количество непрерывных производных и его можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки x0

																														
	u x
	 
	u x
	u0
	x
	 
	x
	¡
	x
	 
	u00
	(x0)
	 
	x
	¡
	x
	 
	2
	 
	: : :
	 
	u(k)(x0)
	 
	x
	¡
	x
	k

	) =
	0)(
	0) +
	 
	 
	2!
	(
	0)
	 
	+
	+
	 
	k!
	(
	0) +

	(
	( 0) +
	 
	(
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u(k+1)(»)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	(x ¡ x0)(k+1);
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(k + 1)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



где » точка из окрестности x0.

Из самой постановки задачи известны u(x0) и коэффициент при втором слагаемом этого разложения u0(x0) = f(x0; u(x0)). Если правая часть

		f(x; u(x)) такова, что можно найти ее частные производные, то
	 

		u00(x) = f0(x; u(x)) =
	@
	f(x; u(x)) +
	@
	f(x; u(x)) u0(x) = (fx + fu f)(x);

		 
	 

		 
	 
	 
	@x
	@2
	 
	 
	@u
	 
	@2
	 
	 

		u(3)(x) = (u00(x))0(x; u(x)) =
	f(x; u(x)) + 2
	 
	f(x; u(x)) u0
	(x)+

		 
	 
	 

		 
	@2
	 
	 
	 
	@x2
	 
	@x@u
	 

		+
	f(x; u(x)) (u0(x))2 +
	@
	f(x; u(x))
	 
	@
	f(x; u(x))+
	 

		 
	 
	 
	 
	 

		@2u
	 
	 
	@u
	@x
	 

		2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	+ µ
	@

	@uf(x; u(x))¶ u0(x) = (fxx + 2fxu f + fuuf2 + fxfu + fu2 f)(x);
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