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Задачи по курсу ¾Методы математической физики¿, предлагаемые студентам 2 курса ФТФ в 4 семестре

В порядковом номере задачи в скобках указывается номер этой же задачи в ¾Сборнике задач по теории аналитических функций¿ под редакцией М.А. Евграфова, 1972 г.

I.КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

	 
	Практическое занятие 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	[1.04 (1-4)]. Найти действительную и мнимую части следующих комплексных чисел:

	 
	 
	 
	 
	 
	1 i
	 
	3
	 
	i
	p
	 
	3
	 
	 
	i5 + 2
	 
	2
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	3
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) 1 i; б)
	1 + i
	; в)
	2 
	 
	 
	! ; г) i19 + 1
	 
	.
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 

	2
	[1.06 (1-3,6,9)]. Найти модули и аргументы следующих комплексных чисел:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) i; б) 3; в) 1 + i123; г) cos
	 
	+ i sin
	 
	; д) 1 + cos
	 
	+ i sin
	 
	.

	7
	7
	7
	7

	3
	[1.13 (1-6,10)]. Дать геометрическое описание множеств всех точек комплексной плоскости, удовлетворяющих

	следующим неравенствам:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) Re z > 0; б) Im z 1; в) j Re zj < 1; г) j Im zj < 1; 0 < Re z < 1; д) jzj 1; е) jz ij > 1; ж) j arg zj < =4.

	4
	[1.21 (4,7)]. Выяснить, какие множества точек комплексной плоскости удовлетворяют неравенствам:

	а) j1 + zj < j1 zj; б) =4 < arg(z + i) <n =2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5
	[1.49]. Опираясь на формулу ei'
	= ein'; n = 0; 1; 2 : : :, доказать формулу Муавра:



[n=2]

X

cos n' = ( 1)kCn2k cosn 2k ' sin2k ':

k=0

Домашнее задание 1.

(1 + i)5

6 [1.04 (5)]. Найти действительную и мнимую части комплексного числа (1 i)3 .

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		7 [1.05 (2)]. Доказать, что 
	z1
	=
	z1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	j j
	при z2
	6= 0.
	8
	 
	 
	p
	6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		z2
	jz2j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		8 [1.06 (8)]. Найти модуль и аргумент
	комплексного числа (1 + i) (1
	 
	i
	 
	 
	3) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		9 [1.07 (4,10)]. Доказать равенства: а) Im z =
	 
	 
	 
	, б)
	 
	= (z)n.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	(zn)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	2i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		10
	[1.13 (8,9)]. Дать геометрическое описание множеств всех точек комплексной плоскости, удовлетворяющих сле-

		дующим неравенствам: а) 1 < jz 1j < 3; б) 0 < arg z < =4.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		11
	[1.21 (1,2,8)]. Выяснить, какие множества точек комплексной плоскости удовлетворяют неравенствам:
	 

		а) jz ij + jz + ij < 4; б) Re(1=z) < 1=2; в) jzj > 1 Re z.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		12
	[1.30]. Доказать, что три попарно различные точки z1; z2; z3 лежат на одной прямой в том и только в том

		случае, когда величина
	z3 z1
	действительна.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		13
	 
	 
	 
	 
	 
	z2 z1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	= a даются формулой
	 

		[1.57]. Пусть Re a = ; Im a = . Доказать, что при > 0 все решения уравнения z
	 
	 

		 
	0s
	 
	 
	 
	 
	+ is
	 
	 
	 
	1, а при < 0 – формулой z = 
	0s
	 
	 
	 
	is
	 
	 
	 
	1.

		 
	 
	p
	 
	+ 
	p
	 
	 
	p
	 
	+ 
	p
	 
	 

		z = 
	2 +2 2
	2 +2 2
	2 +2 2
	2 +2 2

		 
	 

		 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A

		Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		1. а) Re z = 1=2; Im z = 1=2; б) Re z = 0; Im z = 1; в) Re z = 1; Im z = 0; г) Re z = 2; Im z = 3=2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		2. а) jzj = 1; arg z = =2 + 2k ; k 2 Z; б) jzj = 3; arg z = + 2k ; k 2 Z; в) jzj =
	 
	2; arg z = =4 + 2k ; k 2 Z;
	 



г) jzj = 1; arg z = 6 =7 + 2k ; k 2 Z; д) jzj = 2 cos =14; arg z = =14 + 2k ; k 2 Z.

3.а) Полуплоскость, расположенная справа от мнимой оси (точки оси не включаются); б) Полуплоскость, расположенная ниже горизонтальной прямой, проходящей через точку z = i (точки этой прямой включаются); в) Полоса, состоящая из точек, расстояние которых до мнимой оси меньше единицы; г) Прямоугольник с вершинами в точках i, 1 i, 1 + i, i (стороны не включаются); д) Круг радиуса 1 с центром в точке z = 0 (включая окружность); е) Вся плоскость, из которой удален круг радиуса 1 с центром в точке z = i вместе с его окружностью; ж) Угол раствора =2 с вершиной в точке z = 0, биссектрисой которого является отрицательная часть действительной оси (стороны угла не включаются).

4.а) Полуплоскость, лежащая слева от мнимой оси; б) Угол раствора =4 с вершиной в точке z = i, стороны которого проходят через точки z = 1, z = 0.

6.Re z = 2; Im z = 0.

8.jzj = 1=4; arg z = 2k ; k 2 Z.

10.а) Кольцо между окружностями радиусов 1 и 3 с общим центром в точке z = 1 (окружности не включаются); б) Угол раствора =4 с вершиной в точке z = 0, расположенный выше действительной оси, являющейся одной из его сторон (стороны угла не включаются).

11.а) Внутренность эллипса x2=3 + y2=4 = 1; б) Внешность круга (x 1)2 + y2 1; в) Часть плоскости, лежащая с той же стороны параболы y2 = 1 2x, что и точка z = 1 (и ограниченная этой параболой).
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конечный предел limz!z0



II.УСЛОВИЯ КОШИ–РИМАНА. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Функция f(z), определённая в некоторой окрестности точки z0, называется дифференцируемой в этой точке, если существует

f(z) f(z0) = f0(z0); называемый производной функции f(z) в точке z0. Функция f(z) называется z z0

дифференцируемой в области D, если она определена в области D и дифференцируема в каждой её точке.При решении задач существенно используется теорема:

Для дифференцируемости функции f(z) в точке z0 = x0 +iy0 необходимо и достаточно, чтобы функции u(x; y) = Re f(x+iy), v(x; y) = Im f(x + iy) были дифференцируемы в точке (x0; y0) и удовлетворяли в этой точке условиям Коши Римана

	@u
	=
	 
	@v
	;
	@u
	= 
	@v
	:

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	@x
	@y
	 
	@y
	@x



Пара функций u(x; y), v(x; y), гармонических в области D и удовлетворяющих условиям Коши Римана в этой области, называется парой сопряжённых гармонических функций (порядок функций в паре существен).

Действительная функция u(x; y), определённая в области D и имеющая там непрерывные частные производные до второго порядка включительно, называется гармонической в области D, если она удовлетворяет в области D уравнению Лапласа

@2u @2u

u = @x2 + @y2 = 0:

Функция f(z) называется регулярной в точке z0, если в некоторой окрестности этой точки она представима сходящимся

1

степенным рядом f(z) = P Cn(z z0)n (при z0 = 1 разность z z0 следует заменить на 1=z). Имеет место следующий важный

n=0

критерий регулярности: Функция, дифференцируемая в области D, регулярна в этой области.

Практическое занятие 2.

14 [8.01 (1,3,6)]. Найти все точки, в которых дифференцируемы функции: а) Re z; б) jzj2; в) 2xy i(x2 y2) (z = x + iy).

15 [8.02 (1)]. Доказать, что, если функции f(z) и g(z) дифференцируемы в точке z0, то функции F1(z) = f(z) + g(z) и F2(z) = f(z)g(z) также дифференцируемы в этой точке, и

F10(z0) = f0(z0) + g0(z0); F20(z0) = f0(z0)g(z0) + f(z0)g0(z0):

16 [8.08 (4,5)]. Найти, где дифференцируемы следующие функции, и написать формулы для их производных: а) ze z; б) ez=z.

17 [8.23 (1,3)]. Пусть u, v или uk, vk (k = 1; 2) – пары сопряжённых гармонических функций в области D. Доказать, что пары U, V также образуют пары сопряжённых гармонических функций в области D:

а) U = au bv; V = bu + av (a и b – постоянные); б) U = u1u2 v1v2; V = u1v2 + v1u2.

18 [8.30 (1)]. Найти функцию v пары сопряжённых гармонических функций u и v (во всей плоскости), если u = xy.

19[8.31 (1)]. Найти все гармонические функции вида u = '(x2 + y2)

20[8.51 (1,6)]. Восстановить регулярную функцию f(z) по заданной функции: а) Re f = x3+6x2y 3xy2 2y3; f(0) = 0; б) arg f = xy.

Домашнее задание 2.

	 
	 
	21 [8.06]. Определим функцию e
	z
	 
	 
	 
	z
	1
	zn
	 

	 
	 
	 
	при любом комплексном значении z равенством e =
	 
	n! . Доказать, что при

	любом комплексном значении постоянной a справедливо равенство (eaz)0
	= aeaz.
	 
	 
	=0
	 

	 
	 
	nP
	=
	1 (ez + e z), sin z =

	 
	 
	22 [8.07].
	Определим функции sh z; ch z; sin z; cos z равенствами sh z
	= 1 (ez
	 
	e z), ch z

	1
	 
	1
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	2

	 
	 
	(eiz e iz), cos z =
	2 (eiz +e iz). Доказать, что: а) (sh z)0 = ch z, б) (ch z)0
	= sh z, в) (sin z)0 = cos z, г) (cos z)0 = sin z.

	 
	2i



23 [8.08 (2,6)]. Найти, где дифференцируемы следующие функции, и написать формулы для их производных: а) sin(2ez); б) z cos z=(1 + z2).

24 [8.23 (5)]. Пусть u и v – пара сопряжённых гармонических функций в области D. Доказать, что пара U = eu2 v2 cos 2uv и V = eu2 v2 sin 2uv также образуют пару сопряжённых гармонических функций в области D.

25 [8.30 (3,4)]. В следующих задачах даётся одна из пары сопряжённых гармонических функций u или v (во всей плоскости). Найти вторую функцию пары. а) v = y cos y sh x+x sin y ch x; б) u = r' cos '+r ln r sin ' (z = x+iy = rei').

26[8.31 (2,3)]. Найти все гармонические функции вида: а) u = '(x2 y2); б) u = '(y=x).

27[8.51 (2,5)]. Восстановить регулярную функцию f(z) по заданной функции:

а) Re f = ex(x cos y y sin y); f(0) = 0; б) jfj = (x2 + y2)ex.

Ответы

	14.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z = 0
	 
	 
	23.
	 
	2ez cos(2ez)
	 
	 
	 
	 
	(1 + z2)(cos z z sin z) 2z2 cos z
	z = i
	 

	а) Нигде; б) В точке
	 
	; в) Всюду.
	а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	; б)
	 
	 
	 
	(1 + z2)2
	 
	 
	,
	6 
	.

	16.
	а)
	(1
	 
	z)e z
	; б)
	(z
	 
	1)ez=z2; z = 0
	.
	25.
	а)
	x cos y sh x
	 
	y sin y ch x + C
	; б)
	r' sin '
	 
	r ln r cos ' + C
	.
	 

	 
	2
	2
	 
	 
	6
	C(x
	2
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	18.
	v = (y
	2
	x )=2 + C
	.
	 
	 
	 
	26.
	а)
	 
	 
	y
	) + C
	1; б)
	C arctg(y=x) + C
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	C1 ln(x
	2
	) + C2.
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	i
	2
	 
	z
	 
	 
	 
	1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	19.
	+ y
	 
	 
	 
	 
	27.
	а) ze
	; б) e
	 
	 
	z
	 
	e
	; Im = 0; = const.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	20.
	а) (1 2i)z3; б) Aez2=2; A > 0 – const.
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III. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ

R(') = lim j wj=j zj – коэффициент линейного растяжения кривой C в точке z0 (см. рис. 1).

z!z0

(') = '1 ' = arg(w(z) w(z0)) arg(z z0) при z ! z0 – угол поворота кривой C в точке z0 (см. рис. 2).





	y
	z
	 
	v
	 

	 
	C
	w(z)
	w
	w

	 
	z
	 
	 

	 
	 
	C’
	 

	 
	z0
	 
	w0

	 
	 
	 

	 
	x
	 
	 
	u






	y
	C
	 
	v
	 

	 
	ϕ
	w(z)
	C’
	ϕ1

	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	z0
	 
	 
	w0

	 
	x
	 
	 
	u








	Рис. 1
	Рис. 2



Если функция w(z) дифференцируема в точке z0, коэффициент линейного растяжения и угол поворота могут быть определены с помощью соотношений:

	R(') = jw0(z0)j;
	(') = arg w0(z0):

	Длина образа C0 кривой C при отображении w(z):
	 

	l(C0) = CZ
	jw0(z)jjdzj:

	Площадь области D0 при отображении w(z):
	 

	(D0) = ZZD
	jw0(z)j2dxdy:



Практическое занятие 3.

28 [9.06 (1,4)]. Пусть кривая C – это луч arg(z z0) = ', выходящий из точки z0. Найти коэффициент линейного растяжения R(') в точке z0 и угол поворота (') в точке z0 для этого луча при следующих отображениях:

а) w = z2; z0 = 1; б) w = 2z + iz; z0 = 0.

							
	29 [9.09 (1,5)]. Найти множества всех тех точек z0, в которых коэффициент линейного растяжения R(') при сле-

	дующих отображениях равен единице: а) w = z2; б) w =
	1
	+ iz
	.
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	1
	iz
	 
	 

	30 [9.16 (1,4)]. Найти длины образов следующих кривых C при указанных отображениях:
	 
	 

	а) C : z = it + 1; 0 t 1; w = z2;
	б) C : z = (1 + i)t; 0 t 2 ; w = ez.
	2
	.

	31 [9.17 (1)]. Найти площадь образа области D : f2 < jzj < 3; j arg zj < =4g при отображении w = z
	 



Домашнее задание 3.

32 [9.06 (2,5)]. Пусть кривая C – это луч arg(z z0) = ', выходящий из точки z0. Найти коэффициент линейного растяжения R(') в точке z0 и угол поворота (') в точке z0 для этого луча при следующих отображениях:

	а)
	w = z2; z
	 
	= i
	; б)
	w =
	z z0
	(z
	= 0)
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	z + z0
	 
	0 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	33 [9.09 (3,6)]. Найти множества всех тех точек z0, в которых коэффициент линейного растяжения R(') при сле-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	az + b
	 
	 

	дующих отображениях равен единице: а) w = z2 2z; б) w =
	 
	 
	; ad bc 6= 0; c 6= 0.
	 
	 

	cz + d
	 
	 

	 
	 
	34 [9.10 (1,4)]. Найти множества всех тех точек z0, в которых угол поворота (') при следующих отображениях

	равен нулю: а) w = iz2; б) w = i=z.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	35 [9.16 (3,6)]. Найти длины образов следующих кривых C при указанных отображениях:
	 
	 

	а) C : z = it; 0 t 6 ; w = ez;
	 
	б) C : z = eit; 0 t 2 ; w = (z + 1=z)=2.
	z
	.

	 
	 
	36 [9.17 (2)]. Найти площадь образа области D : f0 < Re z < 1; j Im zj < g при отображении w = e

	 
	 
	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	R(') = p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 tg2 '
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	R(') = 2; (') = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5 + 4 sin 2'; (') = arctg
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	28.
	а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	; б)
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 1 + tg ' + tg2 ' .
	 
	 

	29.
	а) jz0j = 1=2; б) jz0 + ij =
	 
	2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	30.
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2); б)
	 
	 
	1).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) 2 + ln(1 +
	 
	 
	2(e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	31.
	65 =2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	32.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) R(') = 2; (') = 2' =2; б) R(') =
	 
	; (') = arg z0.
	 
	 

	2jz0j
	 
	 

	33.
	а) jz0 1j = 1=2; б) jcz0 + dj = p
	jad bcj
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



34.а) arg z0 = =2; б) Im[(1 + i)z0] = 0.

35.а) 6 ; б) 4.

36.2 (e2 1).
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IV. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Практическое занятие 4. Дробно-линейная и степенная функции

	 
	37
	[35.03
	(1)]. Найти
	образ круга jz 1j < 2 при отображении w = 1 2iz.

	 
	38
	[35.04
	(3)]. Найти образ полуплоскости Re z < 1 при отображении w = z=(z 2).

	 
	39
	[35.05 (1,3)]. Найти образы указанных областей D при указанных отображениях:

	 
	D :
	 
	z
	 
	< 1; Im z > 0
	 
	; w =
	1 z
	D :
	 
	z
	 
	i
	 
	> 1; Im z > 0
	 
	; w =
	1
	 

	а)
	fj
	j
	g
	1 + z ; б)
	fj
	 
	j
	g
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z .

	 
	40 [35.14 (37,39)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изобра-

	жённых на рис. 3, 4, на полуплоскость Im w > 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







	ih
	 
	 
	y

	 
	 
	 

	 
	 
	i
	 

	0
	 
	0
	-1/2

	-1
	1






	 
	 
	 
	+1
	 
	i

	2
	 
	 
	 

	x
	 
	 

	y
	=2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	-1
	1

	 
	 
	 
	 



0






									
	 
	 
	Рис. 3
	Рис. 4
	 
	Рис. 5
	Рис. 6

	 
	Домашнее задание 4.
	 
	 
	 
	 
	 

	41
	[35.03 (2)]. Найти образ круга jz 1j < 2 при отображении w = 2iz=(z + 3).
	 

	42
	[35.04 (2)]. Найти образ полуплоскости Re z < 1 при отображении w = z=(z 1 + i).
	 

	43
	[35.05 (2,4)]. Найти образы указанных областей D при указанных отображениях:
	 

	а) D : fz 2= [ 2; 1]g; w =
	z + 2
	; б) D : f1 < jzj < 2g; w =
	2
	.
	 

	 
	 
	 

	1 z
	z 1
	 



44 [35.14 (38,40)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 5, 6, на полуплоскость Im w > 0.

Ответы

37. jw 1 + 2ij < 4.

38. jwj < 1.

39. а) =2 < arg w < 0; б) 1=2 < Im w < 0.

40. а) Рис. 3: w = pz2 + h2; б) Рис. 4: w = z + 1 2. z 1





41.jwj < 1.

42.Re w Im w < 1.

43.а) w 2= [0; +1]; б) Re w > 1; jw 2=3j > 4=3.

	44. а) Рис. 5: w = pz pi2
	 
	2
	i 1
	z

	; б) Рис. 6: w =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	+ z

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






2=3

.






4













Практическое занятие 5. Дробно-линейная функция и функция Жуковского

45 [35.14 (41,44,51), 35.22 (52,56,59)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 7–12, на полуплоскость Im w > 0.

i( 2+1)

	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	2i

	 
	i
	 
	i
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 

	-1
	 
	1
	-1
	1
	0
	1
	-2i

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	0
	 
	0
	 
	 
	 
	 

	Рис. 7
	i
	Рис. 8
	 
	 
	Рис. 9
	Рис. 10

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	i

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	-2
	-1
	0
	1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	-1
	0
	1
	-1
	0

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1

	 
	 
	Рис. 11
	 
	Рис. 12
	 
	 
	Рис. 13



46 [35.23 (69)]. Найти какую-либо функцию w(z), осуществляющую конформное отображение области, изображённой на рис. 13, на круг jwj < 1.

Домашнее задание 5.

47 [35.14 (46), 35.22 (55,60)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 14–16, на полуплоскость Im w > 0.





	 
	 
	i

	-2
	-1
	0



	0
	1






	1
	2
	i
	 

	 
	 
	ih
	 

	 
	-1
	0
	1








	Рис. 14
	Рис. 15
	Рис. 16



48 [35.23 (70,71,72,74)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 17–20, на круг jwj < 1.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e3πi/4
	 
	 
	i
	 
	 
	eπi/4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	eπi/4

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	-1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	-1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	-1
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	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	-i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	-i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2-1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 17
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 18
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 19
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рис. 20

	 
	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	z + 1
	 
	2
	 
	 
	 
	z + 1
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	r
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	45.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	;
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	;
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	z + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z 1 .
	 
	 
	 
	 

	 
	w =
	 
	 
	z 1
	 
	 
	 
	 
	 
	w =
	 
	z 1
	 
	 
	 
	w =
	 
	 
	z + 1
	 
	 
	w = i
	2 + z + 4
	 
	w =
	 
	 
	2z + 5z + 2
	 
	w =
	 
	 
	z + 1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	46. w =
	3 2i(2 2
	+ p+ 2
	 
	+ 1
	;
	 
	= ( iz)2=3.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 1)
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	47.
	 
	 
	r
	 
	 
	 
	 
	r
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	s
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 z ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	h2(1 + z2)2 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	2z2 + 5z 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	w =
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	w =
	 
	 
	2z2
	+ 5z + 2
	 
	 
	w = 1 +
	z2(1 h2)2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2=3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2=3
	 
	 
	 
	 

	48. w =
	 
	3 2i(1 )
	2
	+ + 1
	; =
	 
	i
	z + 1
	;
	 
	 
	w =
	2i( 1) 2
	+ + 1
	;
	 
	=
	 
	1 iz
	;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 2
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1 iz2
	 
	2=3;
	 
	 
	 
	2 + 2i + 1
	 
	 
	2p
	 
	 
	 
	 
	2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2i( 1) 2
	+ + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	w =
	; =
	 
	 
	w =
	 
	; = (3
	2)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z2
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2i + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+ 2
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Практическое занятие 6. Показательная функция и логарифм. Тригонометрические и гиперболические функции

49 [35.29 (76,77,79,82,85)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 21–25, на полуплоскость Im w > 0.

	ih



	 
	 
	0
	 
	 
	 
	πi
	 

	 
	 
	-2
	0
	4
	 
	0
	π

	 
	 
	 
	 
	 

	0
	h
	-ih
	 
	h
	2h
	−πi
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 

	Рис. 21
	Рис. 22
	Рис. 23
	Рис. 24
	 
	Рис. 25
	 



50 [35.30 (94,96)]. Найти какие-либо функции w(z), конформно отображающие области, изображённые на рис. 26, 27, на полосу 0 < Im w < 1.

	 
	i
	 

	0
	 
	eiα

	- 2 -1
	2 +1
	α

	 
	-i
	α

	 
	 

	 
	 
	0



Рис. 26 Рис. 27

Домашнее задание 6.

51 [35.29 (81,84,86)]. Найти какие-либо функции w(z), осуществляющие конформные отображения областей, изображённых на рис. 28–30, на полуплоскость Im w > 0.

52 [35.30 (92,93)]. Найти какие-либо функции w(z), конформно отображающие области, изображённые на рис. 31, 32, на полосу 0 < Im w < 1.





	4i
	 
	 
	 

	2i
	 
	 
	 

	 
	πi
	πi
	 

	 
	0
	0
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	πα

	 
	−πi
	−πi
	 

	0
	 
	 
	0

	Рис. 28
	Рис. 29
	Рис. 30
	Рис. 31






eiα

	0
	1



Рис. 32






Ответы





	49. w = cos h
	;
	w = i sh 2h ;
	w = exp 
	3z +
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	4 i
	2 i

	50. w =
	2 z + i
	 
	i
	 
	 
	 
	 
	1
	ln(1 + z =).
	 
	 
	 

	 
	ln
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	;
	 
	w = 
	 
	 
	 
	 

	 
	i
	 
	z
	2
	2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	w = p1 e z;
	 
	w = r
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	51. w = exp 4z ;
	 
	 
	1 sh(z=2)
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	i
	 
	 
	 

	52. w =
	1
	ln z;
	 
	w =
	1
	ln z1= + z 1= .
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






	; w = cos
	2z
	; w = r
	eez
	e1
	.

	 
	h
	 
	z
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 








Занятие 7. Контрольная работа по теме ¾Конформные отображения¿ (занятия 4–6)
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V.ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ. РЯД ТЕЙЛОРА

Интегральная формула Коши:

	Z
	f(z) dz =
	(
	 
	2
	 
	Z
	 
	f(z)
	n+1
	=
	8 n!
	0
	 
	0
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	2 if(z0); z0
	 
	D;
	 
	 
	dz
	 
	<
	2 i
	f(n)(z
	); z
	 
	 
	D;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	z
	 
	z0
	0; z0
	= D;
	(z
	 
	z0)
	 
	 
	 
	0; z0
	= D:

	@D
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	@D
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	:
	 
	 
	 
	 
	 



Разложение функции комплексной переменной в ряд Тейлора вблизи точки z0:

	1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	Z
	 
	f(z)dz
	 

	f(z) = n=0 Cn(z z0)n
	;
	где Cn =
	 
	 
	f
	(n)(z0);
	или Cn =
	 
	 
	 
	 
	 
	:

	n!
	2 i
	(z
	 
	z0)n+1

	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	jz z0j<R
	 
	 



Данные формулы далеко не всегда позволяют эффективно вычислить коэффициенты Cn. Для эффективного вычисления коэффициентов ряда Тейлора существует ряд искусственных приемов, в частности:

	 
	 
	 
	 
	nP

	– Использование разложения
	1
	 
	=
	1 zn.

	1
	 
	z
	 
	=0



– При разложении рациональных функций в ряд Тейлора разлагаемую функцию бывает полезно разложить на сумму более простых дробей (стремиться к полному разложению на простейшие дроби не обязательно).

– В некоторых случаях рациональную функцию можно упростить при помощи умножения числителя и знаменателя на

	подходящий множитель.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	z
	z < 1
	 
	(1 + z) =
	1
	( 1) : : : ( n + 1)
	zn
	 

	 
	 
	nP
	 

	– Для любых комплексных
	 
	из круга j j
	справедливо разложение
	 
	n!
	.

	 
	 
	=0



Практическое занятие 8.

53 [10.23 (1,3,5,7)]. С помощью интегральной формулы Коши вычислить интегралы (все окружности обходятся

	 
	 
	ezdz
	 
	j
	 
	Rj
	 
	dz
	 
	j jR
	ez
	 
	 
	 
	jz
	Rj
	dz
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	против часовой стрелки): а)
	 
	 
	sin z
	 
	;
	 
	б)
	 
	 
	 
	dz; в)
	 
	 
	 
	 
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z+i =3
	z + i
	 
	z =2
	z2
	 
	1
	 
	 
	 
	+1 =1
	(1 + z)(z 1)3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	[D : 1) jzj < 1=2; 2) jzj < 3=2; 3) jz 1j < 1=2].
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	z)3
	 
	 
	 
	 
	 

	г) @D z(1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	54 [11.04 (1,3), 11.05 (3), 11.06 (1)]. Найти разложение следующих функций в ряд Тейлора в окрестности z0 = 0:

	а)
	 
	1
	 
	; б)
	1
	; в)
	 
	z
	 
	 
	;
	г)
	 
	1
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(1 + z)2
	(1 + z3)2
	(z2 + 1)(z2 4)
	z2 + z + 1
	 
	 
	 
	 
	 



Домашнее задание 8.

55 [10.23 (2,4,6)]. С помощью интегральной формулы Коши вычислить интегралы (все окружности обходятся про-

	тив часовой стрелки): а) jzjR=2
	dz
	 
	б) jzjR=4
	cos z
	в) jz Rij=1
	cos z

	 
	;
	 
	dz;
	 
	dz.

	z2 + 1
	z2 2
	(z i)3



56 [11.01 (2)]. Непосредственным вычислением f(n)(z0) доказать следующую формулу, справедливую для всех z:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	az0 an
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	az
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e
	 
	 
	=
	 
	n=0
	e
	n!
	(z z0)
	 
	:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	57 [11.02 (4)]. Опираясь на разложение функции eaz (см. задачу 56) вблизи z0 = 0, доказать формулу:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	z4n
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(ez
	+ e z + 2 cos z) =
	 
	 
	 
	 
	:
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(4n)!
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	58 [11.04 (2,4), 11.05 (2), 11.10 (3)]. Найти разложение следующих функций в ряд Тейлора в окрестности z0 = 0:

	а)
	 
	1
	 
	 
	; б)
	 
	 
	1
	 
	 
	; в)
	 
	 
	2z 5
	; г)
	p
	1
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	)
	2
	 
	 
	6
	)
	3
	z
	2
	5z + 6
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(1
	z
	 
	 
	(1
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	в) i=4; г) 2 i;
	 
	i(2 e);
	 
	ie.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	53. а) 2 sh 1;
	б) 2 i sh 1;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	( 1)n+1 4 n 1
	 
	 
	 

	54. а) n=0( 1)n(n + 1)zn;
	 
	б) n=0( 1)n(n + 1)z3n;
	в)
	 
	 
	 
	 
	 
	z2n+1;
	г) n=0(z3n z3n+1).

	 
	 
	 
	5 n=0
	 

	55.
	а) 0; б) 0;
	в)
	 
	i ch 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P

	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 (n + 1)(n + 2)
	; в)
	 
	 
	1
	 
	2 n 1
	+ 3 n 1
	zn;
	1
	(2n)!

	58. а) n=0(n + 1)z2n;
	б) n=0
	2
	 
	z6n
	n=0
	г) n=0 22n(n!)2 z3n.

	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
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Практическое занятие 9.

59 [19.01 (1,2,6,8)]. Доказать, что точка z = a является устранимой особой точкой для следующих функций:

z2 1 sin z 1 1 z2 1

а) z 1 (a = 1); б) z (a = 0); в) ez 1 sin z (a = 0); г) z3 + 1 (a = 1).

60 [19.02 (1-3,5)]. Доказать, что точка z = a является полюсом следующих функций:

1 1 z2 + 1 z

а) z (a = 0); б) (z2 + 1)2 (a = i); в) z + 1 (a = 1); г) (ez 1)2 (a = 0).

61 [19.07 (1,3,7)]. Доказать, что точка z = a является существенно особой точкой функций: а) ez (a = 1); б) sin z2 (a = 0); в) cos z +z 1 (a = 1).

62 [19.08 (1,5)]. Найти все изолированные особые точки однозначного характера для следующих функций и определить их вид: а) sinz z ; б) ctg z z1.

63 [20.08 (1), 20.09 (1)]. Следующие функции разложить в ряд Лорана по степеням z a в кольце D (точка a и

1 1

кольцо D указаны в скобках): а) (z + 1)(z 2) (a = 0; D : 1 < jzj < 2); б) z(z 3)2 (a = 1; D : 1 < jz 1j < 2).

n=1

Рядом Лорана по степеням z a называется ряд вида

тем или иным способом сводится к разложению в ряд Тейлора.

P Cn(z a)n. Обычно разложение конкретной функции в ряд Лорана

1

z!a



VI. ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ ОДНОЗНАЧНОГО ХАРАКТЕРА. РЯД ЛОРАНА

По поведению функции f(z) вблизи точки z = a различают следующие три вида изолированных особых точек однозначного характера:

1. Если предел lim f(z) существует и конечен, то точка z = a называется устранимой особой точкой для функции f(z).

z!a

2. Если предел lim f(z) существует, но равен бесконечности, то точка z = a называется полюсом функции f(z).

z!a

3. Если предел lim f(z) не существует, то точка z = a называется существенно особой точкой функции f(z).

	 
	 
	Домашнее задание 9.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	64 [19.01 (3,5)]. Доказать, что точка z = a является устранимой особой точкой для следующих функций:
	 
	 
	 

	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а)
	 
	(a = 0);
	 
	б) ctg z 
	 
	 
	(a = 0).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	tg z
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	65 [19.02 (4,6,7)]. Доказать, что точка z = a является полюсом следующих функций:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а)
	 
	 
	 
	 
	 
	(a = 0);
	б) ctg
	 
	(a = 1);
	в)
	 
	 
	 
	 
	(a = i).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1 cos z
	z
	ez + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	66 [19.07 (4,6,8)]. Доказать, что точка z = a является существенно особой точкой функций:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) z2 cos
	 
	(a = 0);
	б) sin ez (a = 1);
	в) sin
	 
	 
	 
	(a = i).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	z
	z2 + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	67 [20.08 (3), 20.09 (2,8)]. Следующие функции разложить в ряд Лорана по степеням z a в кольце D (точка a и

	кольцо D указаны в скобках): а)
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	(a = 0; D : 1 < jzj < 2);
	б)
	 
	 
	1
	 
	 
	(a = 1; D : 1 < jz
	1j < 2);

	(z2 + 1)(z + 2)
	(z2 9)z2

	в)
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(a = 0; D : jzj > 2).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(z2 1)(z2 + 4)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	62. а)
	z = 0
	–
	устранимая особая точка, z = k – полюсы;
	б) z = 0 – устранимая особая точка, z = k – полюсы (k
	).
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	+1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	(
	 
	1)
	n
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	+1 3n + 5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 Z
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1 ( 1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	63. а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	zn
	+
	 
	 
	 
	 
	zn
	; б)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(z
	 
	1)n
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(z
	 
	1)n
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	9
	 
	 
	 
	9
	 
	 
	2n+2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2n+1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	n=1
	 
	 
	n 1
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1n=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	n=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	n+1
	n+1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	67. а)
	 
	 
	 
	 
	 
	( 1)
	 
	 
	 
	 
	z2n +
	 
	 
	 
	 
	2 
	( 1)
	 
	 
	z2n+1 +
	 
	1
	( 1)
	 
	zn
	;
	б)
	 
	 
	 
	(n + 1) ( 1)
	(z
	 
	1)n +
	 
	( 1)
	 
	2
	(z
	 
	1)n
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=1
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	 
	2n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	9
	 
	 
	 
	 
	 
	n=0
	27 22n+3
	 
	 

	 
	 
	 
	n=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	P
	 
	 
	1)
	n
	4
	n 1
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1 + (
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	в)
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z2n.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



n=1 5




8













VII. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЫЧЕТОВ

Вычетами функции f(z) в точках z = z0 (z0 – конечная точка) и z = 1 называются соответствующие величины:

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) =
	 
	1
	 
	 
	 
	f(z)dz;
	 
	 
	res f(z) =
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	f(z)dz:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 i
	 
	 
	 
	2 i Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z=z0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	jz z0j=
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	jzj=R
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	При вычислении вычетов часто бывает удобно использовать следующую теорему:
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	C (z
	 
	 
	z
	 
	)n
	 
	 
	 
	res f(z) = C
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f(z)
	 
	 
	 
	 
	0 < z
	 
	z
	0j
	< 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f(z) =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Если функцию
	 
	 
	при
	 
	 
	 
	j 
	 
	 
	 
	 
	можно разложить в ряд Лорана
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n= 1
	 
	n
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	, то z=z0
	 
	 
	 
	1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 можно разложить в ряд Лорана
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	P
	 
	zn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f(z)
	 
	 
	 
	 
	R < z
	<
	f(z) =
	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) =
	C
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Если функцию
	 
	 
	при
	 
	 
	 
	 
	 
	j j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n=
	1
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	, то z=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	В случае, когда у функции
	f(z)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	P
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) =
	 
	lim (z
	 
	z
	 
	)f(z)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	имеется конечная точка
	 
	 
	0 – полюс первого порядка, то z=z0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z!z0
	 
	 
	0
	.
	 
	 

	Если можно представить f(z) = '(z)=
	 
	(z) и
	 
	(z0) = 0;
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) = '(z
	)=
	 
	 
	0(z
	)
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	(z0) 6= 0, то z=z0
	f(z)]
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Если функция
	f(z)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) =
	lim z[f(
	1
	)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f(z)
	регулярна в точке
	 
	 
	 
	 
	1, то z=1
	 
	 
	 
	 
	 
	z!1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	res f(z) =
	 
	 
	'0
	(0)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Если функция
	представима в виде
	f(z) = '(1=z)
	и
	'( )
	регулярна при
	= 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	, то z=
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	При решении некоторых задач удобно использовать свойство:
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	res f(z) + res f(z) = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	=1 z=zk
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z=
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Практическое занятие 10.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	kP
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	68 [21.02 (1-3,7,11,12)]. Найти вычеты следующих функций во всех их конечных особых точках:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а)
	1
	 
	;
	б)
	 
	 
	z2
	 
	;
	в)
	 
	 
	 
	z2
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	г)
	 
	 
	1
	;
	 
	д)
	 
	cos z
	 
	 
	; е)
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(z 1)
	2
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	z + z
	 
	 
	 
	 
	1 + z
	 
	 
	 
	 
	(1 + z)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e
	+ 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z4 + 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z + 2
	 
	 
	 
	 
	cos2( =z)

	 
	 
	69 [21.03 (1,2,4)]. Найти вычеты следующих функций в бесконечности: а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	б) cos 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	в)
	 
	 
	 
	 
	.

	 
	 
	 
	z6 
	1
	 
	 
	2z
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z + 1

	 
	 
	70 [21.09 (1,2,6)]. Найти вычеты следующих функций во всех их особых точках и в бесконечности:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 + z8
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а)
	 
	 
	 
	 
	;
	б)
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	в)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	z6(z 2)
	z6
	 
	 
	 
	 
	 
	(z2 + 1)2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(z + 2)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	71 [21.12 (1,3,5,6)]. Найти вычеты для каждой ветви, регулярной в некоторой окрестности точки (исключая, воз-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z + 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2z2 z3
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res
	 
	 
	 
	(z
	 
	 
	1)(z
	 
	 
	 
	2)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	res
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4 i
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	z + 3 .
	 
	 
	 
	 
	 

	можно, её саму): а) z=0
	ln(1 + z); б) z=1 2 + p5 z
	 
	в) z=1 p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	г) z=1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Домашнее задание 10.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	72 [21.02 (4,5,8,10)]. Найти вычеты следующих функций во всех их конечных особых точках:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а)
	1
	 
	 
	;
	б)
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	в) ctg z;
	г) cth2 z.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(z2 + 1)3
	(z2 + 1)(z
	 
	1)2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin(1=z)
	 
	 
	 
	 
	 
	(z
	10
	+ 1) cos(1=z)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	73 [21.03 (3,5,6)]. Найти вычеты следующих функций в бесконечности: а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	б)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	z
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(z5 + 2)(z6 
	1)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



в) z cos2( =z).

1 + z10

74 [21.09 (3)]. Найти вычеты функции z6(z2 + 4) во всех её особых точках и в бесконечности.

75 [21.12 (2,4)]. Найти вычеты для каждой ветви, регулярной в некоторой окрестности точки (исключая, возможно,

	 
	res ln
	z 1
	res
	 
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	её саму): а)
	z + 1;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	z=1
	 
	б) z=0 p4 z2 + 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	i
	 
	 
	 
	 
	1 + i
	 
	 
	 
	1 + i
	 
	 
	 
	1 
	i
	 
	 
	 
	 

	68. а) 1 при
	z = 0
	 
	1=2
	 
	z =
	i
	 
	 
	 
	 
	z = e i=4
	 
	 
	z = e i=4
	 
	 
	z = e3 i=4
	 
	 
	 
	z = e 3 i=4
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	, 
	 
	при
	 
	 
	;
	 
	б) 4p2 при
	 
	, 4p2
	при
	 
	, 
	4p2
	при
	 
	, 
	4p2
	при
	 
	;

	в) 1 при z = 1;
	г) ( 1)n= при z = n, где n 2 Z;
	д) sin 1 при z = 1; е) 1 при z = (2n + 1) i, где n 2 Z.
	 
	 
	 



69.а) 0; б) ; в) 1.

70.а) 1=64 при z = 2, 1=64 при z = 0, 0 при z = 1; б) 257=64 при z = 2, 1=64 при z = 0, 4 при z = 1;

																																																	
	в) i=(4e) при z = i, i=(4e) при z = i, 0 при z = 1.
	 
	 
	 
	 
	б) 4, когда
	p
	 
	 
	= 2, и 0, когда
	p
	 
	 
	 
	 
	= 2;

	71.
	 
	а) 3, когда ln(1 + z)jz=0
	= 4 i, и 0 для остальных ветвей;
	 
	 
	5 zjz=1
	 
	5 zjz=1

	1
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	11
	 
	 
	1 3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	в)
	 
	zlim
	 
	 
	(z 
	1)(z 2);
	г)
	 
	 
	 
	zlim
	 
	 
	 
	p2z2
	z3.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8
	z
	3
	 
	 
	z
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	72.
	!1
	16
	z = i
	,
	3i=16
	при
	!1
	 
	i
	б)
	 
	1=2
	при
	z = 1
	,
	1=4
	при
	z =
	i
	в)
	1=
	при
	z = n
	; г)
	0
	при
	z = in
	, где
	n
	2 Z.

	 
	 
	z =
	 
	 

	а) 3i=p
	при
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	73.
	а) 0;
	б) 1;
	в) 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	74.
	а) 0 при z = 0 и z = 1, 1023i=256 при z = 2i, 1023i=256 при z = 2i.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	75.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2, и 0, когда
	p
	 
	 
	jz=0 = 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	jz=0 =
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а) 2 для всех ветвей; б) 4, когда
	 
	 
	4 z
	 
	4 z
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VIII. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПО ЗАМКНУТОМУ КОНТУРУ. ПРОСТЕЙШИЕ ТИПЫ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

	 
	 
	R
	 
	n
	 
	 
	 
	 

	 
	Согласно интегральной формуле Коши
	= 2 i
	P
	f(z)
	, где
	a
	– изолированные особые точки однозначного

	f(z)dz
	res

	@D
	 
	k=1 z=ak
	 
	k



характера, лежащие внутри области D (граница обходится в положительном направлении, т.е. при движении по границе в направлении интегрирования область остается слева).

При вычислении интегралов от функций, регулярных во всей плоскости, за исключением конечного числа изолированных особых точек однозначного характера, следует иметь в виду, что полная сумма всех вычетов такой функции (включая вычет

	R
	R
	1
	–

	в бесконечности) равна нулю. Иными словами, для таких функций справедливо равенство f(z)dz = 
	 
	f(z)dz, где D1

	@D
	@D
	 
	 



дополнение к D до всей расширенной плоскости (множество D1 может состоять из одной области или из нескольких областей).

1

R

Простейшая возможность вычисления интеграла f(x)dx с помощью теоремы о вычетах возникает, если поведение функ-

1

ции f(z) в полуплоскости Im z > 0 (или в полуплоскости Im z < 0) позволяет рассматривать данный интеграл как интеграл от функции f(z) по границе этой полуплоскости.

Интегралы вида R R(cos '; sin ')d' могут быть сведены к контурным интегралам от функции f(z) с помощью замены z = ei'





с интегрированием по контуру jzj = 1.

											
	 
	 
	Практическое занятие 11.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	76 [22.01 (1,3), 22.02 (1,6)]. Вычислить интегралы: а)

	б)
	R
	sin zdz
	(D : x2=3 + y2=3 < 22=3); в)
	R
	 
	dz
	 
	 

	(z + 1)3
	z3
	(z10
	 
	2)

	 
	@D
	 
	 
	@D
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






Rdz

@D 1 + z4 (D : jz 1j < 1);

	R
	z
	+
	1
	 

	 
	 
	 
	 

	(D : jzj < 2); г) z sin
	z
	 
	1
	dz (D : jzj < 2).

	@D
	 
	 
	 
	 








	в)
	 
	 
	d'
	;
	г) 
	cos4 '
	d'.
	 
	1
	 
	 
	 
	dx
	 
	1
	x2dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	R
	 
	 
	 
	 
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	77 [28.03 (3,9), 28.15 (1,4)]. Вычислить интегралы: а)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	; б)
	 
	 
	; a > 0;
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	x
	 
	 
	2ix
	2
	0
	(x
	+ a )
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	R
	 
	 
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1 + sin2 '
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	5 + 3 cos '
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Домашнее задание 11.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	R
	 
	 
	 
	 
	dz
	 
	 
	 
	 
	 
	R
	 
	z3
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1)2(z2 + 1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1dz (D : jzj < 2).

	 
	78 [22.01 (2), 22.02 (3)]. Вычислить интегралы: а) @D (z
	 
	(D : jz 1 ij < 2); б) @D z4
	 



79 [22.05 (5)]. Проверить, что многозначные аналитические функции, стоящие под знаком интеграла, допускают выделение в области D однозначной ветви, удовлетворяющей заданным условиям, и вычислить интеграл от этой

	 
	 
	R
	 
	 
	z + 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 x4
	+ 1
	 
	1
	 
	x2dx
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ветви: @D z + ln(1
	 
	 
	z)dz (D : jz + 2j < 5=2). Здесь ln(1 z)jz=1 e = 1.
	R
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	cos2
	'
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin2 'd'
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	80 [28.03 (5,8), 28.15 (3,7)]. Вычислить интегралы: а)
	 
	 
	 
	dx;
	б)
	 
	 
	 
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	x
	+ 1
	 
	1
	(x
	+ 4ix 5)
	 
	 

	 
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	R
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	в)
	13 + 12 cos 'd'; г)
	 
	 
	2a cos ' + a2 , при a > 1, 1 < a < 1, a = 1.
	 
	 
	 
	 

	0
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	Ответы
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	76. а) i=
	2
	; б) i sin 1;
	в) 0;
	г) 4 i(cos 1 sin 1).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	;
	в) =2;
	 
	 
	p
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	77. а) 0; б) =16a
	г) 2 ( 2 5=4).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



78.а) i=2; б) 2 i.

79.4 i=3.

80.а) 4 =3; б) 0; в) 13 =45; г) =a2; ; .




10






                

            

            


  
  
    
    
    
    
    
  
    
    
    
    
    
    
    1 / 212> Следующая >>>
  





        

      
      

      
















    


    
      
          Соседние файлы в предмете [НЕСОРТИРОВАННОЕ]
          	#23.02.2015934.4 Кб10what_is_your_line.doc

	#14.11.2019938.5 Кб1what_is_your_line.doc

	#25.11.2019118.27 Кб0world_freedom_day.doc

	#18.09.201934.15 Кб1Yaki_teoriyi_individualnikh_vidminnostey_vi_zna...docx

	#28.10.2018251.39 Кб34Zadachi.doc

	#13.03.2016634.19 Кб21zadachi_TFKP.pdf

	#23.02.20151.52 Mб31Zadachnik.doc

	#23.02.2015256.51 Кб20Zadania_SI_nachalny_semestr.doc

	#23.02.20154.51 Mб79Zagalna_gidro.pdf

	#12.11.2018349.7 Кб3Zagurskaya_-_Istoria_Filosofskoy_Psihologii_-_K....doc

	#23.02.2015284.4 Кб407Zavyalova_Otvety.docx



      

    

    

    
          

          

      

  


  
    
      
        

        Помощь Обратная связь 
        Вопросы и предложения Пользовательское соглашение Политика конфиденциальности
      

    

  


  

    
      
      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

