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1 ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ НЕОРИЕНТИРОВАННЫХ ГРАФОВ

1.1 СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ

1736 г. считается годом возникновения теории графов: Л.Эйлер опубликовал результаты решения задачи о Кенигсбергских мостах и сформулировал критерий существования в графах специального маршрута (эйлерова цикла). Более чем 100 лет эти результаты оставались единственными и лишь в середине XIX в. инженер-электрик Г. Кирхгоф разработал теорию деревьев для исследования электрических цепей. Математик А. Кэли решил перечислительные задачи для определенных типов деревьев при исследовании строения углеводородов. К этому же периоду относится появление знаменитой проблемы 4 красок.

За последние десятилетия теория графов превратилась в один из некоторых бурно развивающихся разделов математики. В теоретико-графовых терминах формулируется большое число задач, связанных с дискретными объектами.

Термин “граф” был введен в 1936 г. венгерским математиком Д. Кенигом.

1.2 ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть имеется некоторое множество V и пусть V(2) – неупорядоченное множество всех его двухэлементных подмножеств (V(2) ={(u,v): u,v V, неупорядоченная пара}). Тогда неориентированным графом G называется пара множеств (V,E), где E V(2) . Обозначается: G=(V,E).

Множество V называется множеством вершин графа, а множество Е –

множеством ребер графа.

Число |V| вершин графа G называется его порядком. Если V p , а

Eq , то граф G=(V,E) называют p-графом, или (p,q)-графом, или G p, q. Пример: 4-граф, или (4,5)-граф, или G 4, 5.

	 
	v2

	e1
	e2

	v1
	v3

	 
	e3

	e4
	e5

	 
	v4



Две вершины графа называются смежными, если они соединены ребром. Два ребра графа называются смежными, если они имеют общую вершину.










Обозначим ребро графа: e=(u,v), где u и v –концевые вершины ребра. Ребро e инцидентно вершине v, если вершина v является одной из концевых вершин ребра e.

Заметим, что смежность есть отношение между однородными элементами графа, тогда как инцидентность является отношением между разнородными элементами.

Если множество V конечно, то граф называют конечным. Далее будем говорить только о конечных графах.

1.3 СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ГРАФОВ

Существуют следующие основные способы задания графов.

1.Перечисление множеств V (вершин) и E (ребер), задающих граф.G=(V, E).

2.Графический: множество вершин V – это множество точек плоскости, множество ребер Е – множество отрезков прямой(кривой) на плоскости.

3.Матричные способы описания.

Пусть G=(V,E), V p , а E q , тогда:

	a) матрица смежности – квадратная матрица A 
	 
	 
	 
	 
	 

	aij
	,
	i, j 1, p , где



							
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1, (i, j) E (вершины i и j смежны),
	 
	 
	 

	aij
	 
	 
	 
	 

	 
	0, иначе;
	 
	 
	 

	b) матрица инцидентности – прямоугольная матрица B 
	 
	 
	 
	 
	 

	bij
	,
	i 1, p ,



j 1, q , где

1,если вершина i инцидентна ребру j, bij 0,иначе.

Пример: Задан граф G=(V, E), где V={v1,v2, v3, v4}, E={v1v2, v2v3, v1v3, v1v4, v3v4}={e1, e2, e3, e4, e5}.

	 
	v2
	 

	e1
	 
	e2

	v1
	e3
	v3

	 
	 
	e5

	 
	 
	v4












																		
	A – матрица смежности:
	B – матрица инцидентности:

	 
	A
	 
	v1
	v2
	v3
	v4
	B
	 
	e1
	e2
	e3
	e4
	e5

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	v1
	 
	0
	1
	1
	1
	 
	v1
	 
	1
	0
	1
	1
	0
	 

	v2
	 
	1
	0
	1
	0
	 
	v2
	 
	1
	1
	0
	0
	0
	 

	v3
	 
	1
	1
	0
	1
	 
	v3
	 
	0
	1
	1
	0
	1
	 

	v4
	 
	1
	0
	1
	0
	 
	v
	4
	 
	0
	0
	0
	1
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



1.4 СТЕПЕНИ ВЕРШИН ГРАФА

Окружением вершины v называется множество всех вершин графа G, смежных с ней; обозначается: N(v).

Степенью или валентностью вершины v неориентированного графа G называется число ребер, инцидентных данной вершине (число вершин в ее окружении). Обозначается: deg(v) ( deg(v) (u,v) : u, v V, (u,v) E ).

Число G = max deg(v), v V называется максимальной степенью гра-

фа G, а число (G) = min deg(v), v V – минимальной степенью графа G.

Пример:

deg(v1)= deg(v3)=3; deg(v2)= deg(v4)=2.

v2

G =3, (G) = 2.

	v1
	v3



v4

Вершина v графа G называется изолированной, если ее степень равна ну-

лю (deg(v)=0).

Вершина v графа G называется висячей или концевой, если степень этой вершины равна единице (deg (v)=1).

Вершина v графа G(p,q) называется доминирующей, если ее степень равна

		p-1 (deg (v)=p-1).
	 

		Пример:
	v2

		v1

		 

		v5
	доминирующей вершины нет;

		висячая – v3;

		 

		 
	изолированная – v5.

		v4
	v3

		 













Лемма о рукопожатии. Сумма степеней всех вершин графа четна и равна удвоенному числу ребер:

	p
	 
	 
	 

	deg vi
	2q 2
	E
	.

	i 1
	 
	 
	 



Следствие. В любом графе число вершин с нечетной степенью четно.

1.5 ОПЕРАЦИИ НАД ГРАФАМИ

	Рассмотрим графы G1 (V1, E1)
	и G2 (V2 ,E2 ) .
	 

	Объединением двух графов G1
	и G 2
	называется граф G, множество вер-

	шин которого V V1
	V2 и множество ребер E E1 E2 .

	Пример:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	v2
	v2
	 
	 
	v6
	v2
	v6

	v1
	U
	 
	 
	=
	v1
	 

	v3
	v3
	 
	 
	v5
	v3
	v5

	Пересечение двух графов G1 и G 2 – это граф G, у которого множество

	вершин V V1 V2
	и множество ребер E E1 E2 .
	 

	Пример:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	v2
	v2
	 
	v6
	v2

	 
	v1
	 
	∩
	 
	=
	 

	 
	 
	v3
	v3
	 
	v5
	v3

	Непересекающимися графами называются графы
	G1 и G 2 такие что

	E1 E2 и V1 V2
	(нет общих ребер и нет общих вершин).



Пусть задан граф G=(V,E) и v V , тогда удаление вершины – это унарная операция над графом G, заключающаяся в построении порожденного подграфа G\{v} графа G на множестве вершин V\{v} (вершина удаляется из графа вместе с инцидентными ей ребрами).










	Пример: v=v2
	 
	 
	 
	 
	 

	G:
	v1
	v2
	 
	G\{v2}:
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	v5
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	v1
	v3
	v4
	v5
	v6

	 
	v3
	v6
	 
	 
	 
	 

	 
	v4
	 
	 
	 
	 



Пусть e E , тогда удаление ребра - это унарная операция над графом G, заключающаяся в построении порожденного подграфа G\{e} графа G с тем же

множеством вершин и множеством ребер E' E \ e .

	Пример: e=e4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	G:
	 
	 
	 
	 
	 
	G\{e4}:
	 
	 
	 

	v1
	e2
	v2
	 
	e6
	 
	v1
	e2
	v2
	e6
	 

	 
	 
	 
	 
	v5
	 
	 
	 
	v5

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	e1
	 
	e4
	e5
	 
	e7
	e1
	 
	e5
	 
	e7

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	v3
	e3
	v4
	 
	 
	v6
	v3
	e3
	v4
	 
	v6

	 
	 
	 
	 
	 

	Говорят, что пара вершин vi и vj
	в графе G замыкается (отождествляет-

	ся), если они заменяются такой новой вершиной, что все ребра графа G, инци-

	дентные вершинам vi и vj, становятся инцидентными этой новой вершине.

	Пример:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	замыкание v1,v2
	 
	 

	v1
	 
	 
	v2
	 
	 
	 
	w=v1=v2
	v5
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	v5
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	v6
	 

	v3
	 
	v4
	 
	v6
	v3
	v4
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Стягивание заключается в удалении ребра e и отождествлении его концевых вершин.










Пример:

стягивание v1,v2

	v1
	v2
	v1,v2
	v5

	 
	 
	v5
	 



v6

	v3
	v4
	v6
	v3
	v4

	 



1.6СПЕЦИАЛЬНЫЕ ГРАФЫ

Вобщем случае во множестве Е допускается более чем одно ребро с одинаковыми концевыми вершинами. Такие ребра называются параллельными,

или кратными.

Ребро, соединяющее вершину v саму с собой, называется петлей.

Граф, содержащий кратные ребра, но не содержащий петель, называется

мультиграфом.

Пример:

	v1
	v2



v3

Граф, содержащий и петли, и кратные ребра, называется псевдографом.

Пример:

v3

	v1
	v2












Граф, не содержащий ни одного ребра, называется пустым графом и обозначается On , где n – количество вершин графа.

Пример: O3

v1

 v3

Граф, не содержащий ни одного ребра и ни одной вершины, называется 0-графом (нуль-графом).

Тривиальный граф – это граф (1,0).

Граф, G называется полным, если у него все вершины смежные между собой. Каждая вершина полного графа является доминирующей. Обозначается: Kp, где p – количество вершин.

Пример:

	K4
	K5

	K3
	 



K1 K2

Однородным, или регулярным, называется граф, у которого степени всех вершин равны. Все полные графы являются однородными.

Пример:

1.7 ПОДГРАФЫ

Неориентированный граф G=(V,E) называется помеченным, или перенумерованным, если каждой вершине графа поставлена в соответствие уникальная метка (число, символ); в противном случае граф называется аб-

страктным.

Пример:

	помеченный граф
	абстрактный граф

	 
	v1
	 

	v4
	v2
	 

	 
	v3
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