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Раздел I Элементы линейной алгебры

ЛЕКЦИЯ 1

Тема Матрицы и определители

§1. Матрицы: основные понятия

Понятие матрицы возникает и используется в различных разделах высшей математики, в частности, при изучении систем линейных уравнений. В отличие от элементарной алгебры мы будем рассматривать системы с произвольным числом уравнений и неизвестных. Все неизвестные приходится обозначать одной буквой с индексом; то же относится и к свободным членам. Коэффициенты при неизвестных приходится индексировать двумя индексами: первый указывает на номер уравнения системы, а второй – на номер неизвестного, при котором находится коэффициент. Система m линейных уравнений с n неизвестными (не

обязательно m=n ) запишется в следующем общем виде:

	ìa11x1 + a12 x2 + ... + a1n xn
	= b1,
	 

	ï
	 
	 
	+ a22 x2
	+ ... + a2n xn
	 
	= b2
	,

	ïa21x1
	 

	í
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(1)

	ï. . . . . . . . . . .
	 

	ïa
	m1
	x
	+ a
	m2
	x
	2
	+ ... + a
	mn
	x
	n
	= b .

	î
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	m



Используя символ суммирования ∑, можно получить более простую запись системы:

	n
	 

	ïìåaij x j = bi ,
	(2)

	í j=1

	ïi = 1,2,... ,m.
	 

	î
	 



Составленная из чисел, прямоугольная таблица вида

		æa
	a
	...
	a
	ö
	 

		ç 11
	12
	 
	1n
	÷
	 

		ça21
	a22
	...
	a2n
	÷
	(3)

		ç . . . .
	.
	. .
	÷

		 

		ç
	 
	 
	 
	÷
	 

		ç
	am2
	...
	 
	÷
	 

		èam1
	amn ø
	 



называется матрицей и кратко обозначается A, или (аij ), или A=(aij )

(i=1,2,…,m; j=1,2,…,n).




Числа в матрице расположены рядами. Горизонтальные ряды называются строками, а вертикальные – столбцами. Сами числа называются элементами матрицы. Индексы указывают месторасположение элемента:








первый индекс указывает номер строки, второй – столбца. Заметим, что a13 следует читать “а один три”, а не “а тринадцать”. В матрице (3) m строк и n столбцов и о ней говорят: “матрица A размера m×n” или “(m×n)-

матрица A=(aij)”.

Матрица, состоящая из одного столбца (и m строк), называется векторстолбцом, или вектором, или столбцом. Уточняя, говорят: “m-мерный столбец”.

Матрица, состоящая из одной строки ( и n столбцов), называется n-мерной строкой, вектором, вектор-строкой.

Итак, вся информация о системе (1) содержится в двух матрицах: в

		матрице коэффициентов A=(aij)
	и столбце свободных членов B=(bi).

		Если в матрице (3)
	m=n (т.е. число строк равно числу столбцов), то

		матрица называется квадратной матрицей порядка n:
	 

		æa
	a
	...
	a
	ö
	 

		ç 11
	12
	 
	1n ÷
	 

		ça21
	a22
	...
	a2n ÷
	(4)

		ç . . . .
	.
	.
	÷

		 

		ç
	 
	 
	 
	÷
	 

		ç
	an2
	...
	 
	÷
	 

		èan1
	ann ø
	 

		Для такой матрицы вводятся понятия главной и побочной диагоналей.

		Главной диагональю матрицы (4)
	называют диагональ а11 а22 … аnn ,



идущая из левого верхнего угла этой матрицы в правый нижний её угол. Побочной диагональю этой матрицы называется диагональ an1 an-1,2 … a1n , идущая из левого нижнего угла в правый верхний угол.

Если все элементы матрицы (4), расположенные ниже главной диагонали, равны нулю, то матрица называется верхней треугольной. Нижняя треугольная определяется аналогично. Верхние и нижние треугольные матрицы называются также просто треугольными.

Матрица (4) называется диагональной, если она одновременно и верхняя треугольная, и нижняя, т.е. ниже и выше главной диагонали стоят нули.

Диагональная матрица, у которой все элементы, стоящие на главной диагонали равны 1, называется единичной и обозначается E, или En (индекс указывает порядок).

Матрица, у которой все элементы равны нулю, называется нулевой. Приведем примеры, рассмотренных выше частных случаев квадратной

матрицы:

	æ1 2 3
	ö
	 
	æ1 0 0
	ö
	 
	æ1 0 0
	ö
	æ1 0
	0ö

	ç
	0
	4
	5
	÷
	 
	ç
	3
	7
	0
	÷
	 
	ç
	0
	2
	0
	÷
	ç
	0
	1
	0
	÷

	ç
	÷
	,
	ç
	÷
	,
	ç
	÷
	, Е3=ç
	÷.

	ç
	0
	0
	7
	÷
	 
	ç
	5
	0
	9
	÷
	 
	ç
	0
	0
	0
	÷
	ç
	0
	 
	 
	÷

	è
	ø
	 
	è
	ø
	 
	è
	ø
	è
	0 1ø












§2. Основные операции над матрицами и их свойства

Прежде всего, договоримся считать две матрицы равными, если эти матрицы имеют одинаковые размеры и все их соответствующие элементы совпадают.

Перейдем к определению операций над матрицами.

1) Сложение матриц. Сумой двух матриц A=(aij) и B=(bij) одного и того же размера m×n называется матрица C=(cij) того же размера m×n , элементы которой равны

	сij = aij + bij (i=1,2, … , m; j=1,2, … ,n).
	(1)

	Для обозначения суммы матриц используется запись C=A+B.

	2) Умножение матрицы на число. Произведением (m×n)-матрицы А

	на число λ называется (m×n)-матрица C=(cij), элементы которой равны

	сij = λ aij (i=1,2, … , m; j=1,2, … ,n).
	(2)



Для обозначения произведения матрицы на число используется запись

C= λ∙A.

Непосредственно из формул (1) и (2) ясно, что две введенные операции обладают свойствами:

а) А+В = В+А – коммутативность сложения ; б) (А+В)+С = А+(В+С) – ассоциативность сложения;

в) (λμ)А=λ(μА) – ассоциативность умножения на число; г) λ(А+В) = λА+λВ – дистрибутивность умножения относительно

сложения.

Замечание 1. Разность матриц можно определить следующим образом:

А–В = А+(–1)В.

Кратко говоря, сложение, вычитание матриц и умножение матрицы на число производится поэлементно.

Пример:

	æ1 2
	ö
	æ
	3 -1ö
	æ1+ 2 × 3 2 + 2 × (-1)
	ö æ7 0
	ö

	ç
	 
	÷
	+ 2 × ç
	 
	÷
	= ç
	 
	 
	 
	÷
	= ç
	÷ .

	ç
	3 4
	÷
	ç
	5 2
	÷
	ç
	3
	+ 2 × 5 4
	+ 2 × 2
	÷
	ç
	÷

	è
	ø
	è
	ø
	è
	ø è13 8
	ø



3) Умножение матриц. Произведением (m×n)-матрицы А=(аij) на (n×p)-матрицу B=(bij) называется (m×p)-матрица С=(сij), элементы которой вычисляются по формуле

cij=ai1b1j+ai2b2j+…+ainbnj ,

которую с использованием символа суммирования можно записать в виде

n

cij = å aik bkj (i=1,2, … , m; j=1,2, … , p).

k =1

Для обозначения произведения матрицы А на матрицу В используют запись

С=А∙В.











Сразу заметим, что матрицу А можно умножить не на всякую матрицу В: необходимо, чтобы число столбцов матрицы А было равно числу строк матрицы В.

Формула (3) представляет правило нахождения элементов матрицы А∙В. Сформулируем это правило словесно: элемент cij , стоящий в i-й строке и j-ом столбце матрицы А∙В, равен сумме попарных произведений соответствующих элементов i-й строки матрицы А и j-го столбца матрицы В.

Приведем пример умножения квадратных матриц второго порядка:





	æa
	b öæe

	ç
	÷ç

	ç
	÷ç

	èc
	d øè g






	f ö
	æae + bg
	af + bhö

	÷ = ç
	÷.

	÷
	ç
	÷

	hø
	èce + dg
	cf + dh ø








Умножение матриц обладает свойствами: а) (АВ)С = А(ВС) – ассоциативность;

б) (А+В)С = АС+ВС или А(В+С) = АВ+АС – дистрибутивность умножения относительно сложения.

Вопрос о коммутативности умножения имеет смысл ставить лишь для квадратных матриц одинакового порядка, ибо только для таких матриц А и В оба произведения АВ и ВА определенны и являются матрицами одинаковых порядков. Элементарные примеры показывают, что умножение матриц, вообще говоря, некоммутативно. Например, если

	æ0
	1 ö
	æ0 0
	ö
	то
	æ1 0
	ö
	æ0
	0ö

	А = ç
	 
	 
	÷
	и В = ç
	÷,
	АВ = ç
	 
	÷,
	ВА = ç
	 
	 
	÷ ¹ АВ.

	ç
	0
	0
	÷
	ç
	÷
	 
	ç
	0 0
	÷
	ç
	0
	1
	÷

	è
	ø
	è1 0
	ø
	 
	è
	ø
	è
	ø



	Пример. Для матрицы
	æ1
	0
	ö
	найти все матрицы В такие, что

	А = ç
	 
	÷

	 
	ç
	1
	÷
	 

	 
	è1
	ø
	 



АВ = ВА.





	Решение. Введем обозначение
	 
	æ x
	y ö

	B = ç
	÷.

	 
	 
	 
	ç
	÷

	 
	 
	 
	è z
	t ø

	æ1 0
	ö æ x
	y ö
	æ
	x

	A × B = ç
	÷ × ç
	÷ = ç
	 

	ç
	÷ ç
	÷
	ç
	 

	è1 1
	ø è z
	t ø è x + z

	æ x y ö æ1 0ö æ x + y

	B × A = ç
	÷ × ç
	 
	÷ = ç

	ç
	÷ ç
	 
	÷
	ç

	è z
	t ø è1 1
	ø è z + t






Тогда

y ö

÷, y + t ÷ø

y ö

÷. t ÷ø






Равенство АВ =ВА равносильно системе уравнений












(m×n)-матрицы

(m×n)-матрица,


ìx = x + y,

ïïy = y,

íïx + z = z + t, ïîy + t = t,

ìy = 0,

которая, в свою очередь, равносильна системе í

ît = x.

	Итак, искомая матрица имеет вид
	æ x
	0
	ö
	x и
	z – произвольные

	B = ç
	 
	÷, где

	 
	ç
	x
	÷
	 
	 

	 
	è z
	ø
	 
	 



числа. Её можно записать и так: В = zA+(x–z)E.

Замечание. Единичная и нулевая матрицы n-го порядка

перестановочны с любой квадратной матрицы того же порядка, причем АЕ =

=ЕА = А, А∙0 = 0∙А = 0.

Используя операцию умножения, дадим наиболее краткую – матричную – форму записи системы линейных уравнений (1.1). Введем обозначения: А=(аij) – (m×n)-матрица коэффициентов системы уравнений;

æçb1 ö÷

B= çb2 ÷– m-мерный столбец свободных членов и

çç M ÷÷ çèbm ÷ø

	æ x
	ö
	 
	 

	ç
	1
	÷
	 
	 

	ç x2
	÷
	–
	n-мерный столбец неизвестных. Согласно определению

	X = ç
	M
	÷

	ç
	÷
	 
	 

	 
	 
	 

	ç
	 
	÷
	 
	 

	è xn
	ø
	 
	 



произведение А∙X представляет собой m-мерный столбец. Его элемент, стоящий в i-й строке, имеет вид

ai1x1+ai2x2+…+ainxn .

Но эта сумма есть не что иное, как левая часть i-го уравнения системы (1.1) и по условию она равна bi , т.е. элементу, стоящему в i-й строке столбца В. Отсюда получаем: А∙X = В. Это и есть матричная запись системы линейных уравнений. Здесь: А – матрица коэффициентов системы, В – столбец свободных членов, X – столбец неизвестных.

4) Транспонирование матрицы. Транспонированием любой матрицы называется операция, в результате которой меняются местами строки и столбцы с сохранением порядка их следования. В результате транспонирования А получается











обозначаемая символом А´ и называемая транспонированной по отношению к матрице А.

	Пример.
	Для А = (а1 а2 а3) найти А∙А´ и А´∙А.

	Решение.
	Транспонированная строка – это столбец. Поэтому:

	 
	æa
	ö
	 

	A × A¢ = (a1 a2
	ç 1
	÷
	= (a12 + a22 + a32 ) – квадратная матрица 1го порядка.

	a3 )ça2
	÷

	 
	ç
	÷
	 

	 
	èa3
	ø
	 







	æa
	ö
	 

	ç 1
	÷
	 

	A¢× A = ça2
	÷(a1 a2
	a3 )

	ça
	÷
	 

	è 3
	ø
	 



порядка.




	æ
	2
	 
	a1a2
	 
	 
	 
	ö
	 

	ça1
	 
	a1a3 ÷
	 

	= ça
	a
	a
	2
	 
	a
	a
	÷
	– квадратная матрица 3го

	ç
	2
	1
	2
	 
	2
	 
	3
	÷
	 

	ça a a a
	2
	a
	2
	÷
	 

	è
	3
	1
	3
	 
	 
	3
	ø
	 








§3. Линейная зависимость и независимость вектор-столбцов и вектор-строк

Рассмотрим несколько m-мерных столбцов, элементы которых будем индексировать двумя индексами

		 
	æa
	ö
	 
	 
	æa
	ö
	 
	 
	æa
	ö
	 

		 
	ç
	11
	÷
	 
	 
	ç
	12
	÷
	 
	 
	ç
	1n
	÷
	 

		A =
	ça21 ÷
	,
	A =
	ça22 ÷
	, … ,
	A =
	ça2n ÷
	(1)

		ç
	M
	÷
	ç
	M
	÷
	ç
	M
	÷

		1
	 
	2
	 
	n
	 

		ç
	 
	÷
	 
	ç
	 
	÷
	 
	ç
	 
	÷
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	ç
	 
	÷
	 
	 
	ç
	 
	÷
	 
	 
	ç
	 
	÷
	 

		 
	èam1
	ø
	 
	 
	èam2
	ø
	 
	 
	èamn ø
	 



Как и любые матрицы их можно умножать на числа и складывать. Пусть λ1, λ2,…, λn – некоторые числа.

Вектор-столбец вида С= λ1A1+ λ2A2+…+ λnAn называется линейной комбинацией вектор-столбцов А1, А2,…, Аn, а числа λ1, λ2,…, λn называются коэффициентами линейной комбинации.

Очевидно,

	æl a
	 
	+ l a
	 
	+ ...+ l
	a
	 
	ö

	ç
	1 11
	2
	12
	 
	n
	 
	1n
	÷

	çl1a21
	+ l2a22 + ...+ ln a2n
	÷

	C = ç
	. . . . . . . . .
	 
	÷

	ç
	 
	÷

	 
	 
	+ l
	 
	 
	 
	+ ...+ l
	 
	 

	çl a
	m1
	a
	m2
	a
	 
	÷

	è
	1
	2
	 
	 
	n
	 
	mn ø



Для понятия линейной зависимости и независимости существует два определения, равносильность которых принимаем без доказательства.

1. Вектор-столбцы называются линейно зависимыми, если хотя бы один из них есть линейная комбинация остальных. Вектор-столбцы








называются линейно независимыми, если ни один из них не являются линейной комбинацией других.

2. Вектор-столбцы А1, А2,…, Аn называются линейно зависимыми, если существуют числа α1, α2, …, αn, не равные 0 одновременно, такие, что

λ1A1+ λ2A2+…+ λnAn = 0. (2)

Вектор-столбцы А1 А2,…, Аn называются линейно независимыми, если равенство (2) возможно лишь при λ1=λ2=…=λn=0.

	Заметим, что в (2) правая часть – это нулевой столбец.
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	0
	ö
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	0
	ö

	Например, столбцы A1
	ç
	 
	÷
	A2
	ç
	 
	÷
	A3
	ç
	 
	÷

	= ç
	0
	÷,
	= ç1
	÷ и
	= ç
	0
	÷– линейно
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	0
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	è
	ø
	 
	è
	ø
	 
	è1
	ø



независимы, ибо их линейная комбинация имеет вид

æçl1 ö÷

λ1A1+ λ2A2+ λα3A3=çl2 ÷

çèl3 ÷ø

	и
	равна
	нулевому
	столбцу,
	 
	если только
	λ1=λ2=λ3=0.
	Столбцы же

	 
	æ1
	ö
	 
	æ
	2
	ö
	 
	æ
	4
	ö
	 
	 

	A1
	ç
	÷
	, A2 =
	ç
	 
	÷
	 
	ç
	 
	÷
	 
	 

	= ç1
	÷
	ç
	- 2÷ и A3
	= ç
	0
	÷ – линейно зависимы, ибо
	А3=2А1+А2.

	 
	ç
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	ç
	5
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	è2
	ø
	 
	è
	ø
	 
	è
	ø
	 
	 

	 
	Для
	двух
	 
	 
	столбцов
	 
	линейная
	зависимость
	равносильна

	пропорциональности их элементов.
	 
	 
	 

	 
	Вопрос о линейной независимости и зависимости столбцов (1) в силу



определения 2 равносилен вопросу: имеет ли однородная система линейных уравнений

	ìa11x1 + a12 x2 +...+ a1n xn
	= 0,

	ï
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= 0,

	ïa21x1 + a22 x2 +...+ a2n xn

	í
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ï. . . . . . . . .
	 
	 

	ïa
	m1
	x + a
	m2
	x
	2
	+...+ a
	mn
	x
	n
	= 0.

	î
	1
	 
	 
	 
	 



только нулевое решение или еще и не нулевые решения.

Очевидно, что во всех приведенных выше рассуждениях термин “столбцы” можно заменить термином “строки”.










ЛЕКЦИЯ 2

§4. Определители второго и третьего порядков

Рассмотрим произвольную квадратную матрицу

	æa
	a
	...
	a
	ö
	 

	ç
	11
	12
	 
	1n ÷
	 

	ça21
	a22 ...
	a2n ÷
	(1)

	A = ç
	. . . . . .
	 
	÷

	ç
	 
	÷
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	ç
	 
	an2 ...
	 
	÷
	 

	èan1
	ann ø
	 



С каждой такой матрицей свяжем вполне определенную численную характеристику, называемую определителем, соответствующим этой матрице, и обозначаемую одним из символов: ∆, det(A) или

		a11
	a12
	...
	a1n
	 

		a21
	a22
	...
	a2n
	(2)

		. . . . . . .

		 

		an1
	an2
	...
	ann
	 



Как и для матриц, для определителей используется терминология: строки, столбцы, элементы определителя и т.п.

Если порядок матрицы (1) равен 1, т.е. матрица А=(а11) состоит из одного числа, то положим det(A)=a11.

	Если порядок матрицы (1) равен 2, т.е.
	æa
	a
	ö
	, то

	A = ç 11
	12
	÷

	 
	ç
	a22
	÷
	 

	 
	èa21
	ø
	 



определителем второго порядка, соответствующим этой матрице, назовем число

а11а22 – а12а21,

равное разности произведений элементов главной и побочной диагоналей. Итак, по определению

a11 a12 = a11a22 - a12a21 . (3) a21 a22

Определитель (3) естественным образом возникает при решении системы уравнений

ìa11x1 + a12 x2 = b1, íîa21x1 + a22 x2 = b2 .

Если 1е уравнение умножить на а22, а второе на (–а12) и почленно сложить, то из полученного равенства x1 выражается как отношение двух определителей второго порядка, а именно:
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