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ПРЕДИСЛОВИЕ

Повышение интереса к математике со стороны смежных наук и проникновение математических методов исследования во многие области человеческой деятельности диктуют необходимость четкого, ясного и доступного изложения классических положений математики.

Для качественного усвоения теоретического материала студенту необходимо научиться решать значительное количество примеров и задач, поэтому учебные пособия по решению задач являются одним из необходимых видов математической литературы. Данная книга − первая часть учебного пособия, состоящего из четырех частей, под общим названием «Математика для инженеров: примеры и задачи», общая структура которого отражает содержание программы по математике для инженерных специальностей высших учебных заведений, утвержденной Министерством образования Республики Беларусь. Данное учебное пособие будет составлять единый учебно-методический комплекс с учебником «Математика для инженеров»1

Первая часть, согласно структуре указанного учебника, включает те разделы математики, которые, как правило, излагаются студентам инженерных специальностей в первом семестре. Сюда относятся матрицы и определители, системы линейных уравнений, метод координат, векторная и линейная алгебра, аналитическая геометрия. Весь материал расположен в главах, разбитых на параграфы и пункты, причем их нумерация, а также нумерация формул и система ссылок такая же, как и в упомянутом выше учебнике. В каждом отдельном параграфе используется одинарная нумерация формул, теорем и т.д.; при ссылках внутри одной главы используется двойная нумерация, где первая цифра обозначает номер параграфа, а при ссылке на другую главу – тройная нумерация, где первая цифра

1 Математика для инженеров: учебник. В 2 т. / С.А.Минюк, Н.С.Берёзкина, М.Н.Гончарова, А.В.Метельский; под науч. ред Н.А.Микулика. − Минск:

Элайда, 2006. Т. 1 − 560 с. Т. 2 − 496 с.
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обозначает номер главы, вторая – номер параграфа в этой главе. Например, выражение «по формуле (3.4.2)» означает формулу 2 параграфа 4 третьей главы. Нумерация задач дается самостоятельно в каждой главе по параграфам. Для удобства использования ко всем заданиям на вычисление приведены ответы, которые помещены в конце каждой главы.

На наш взгляд, удобным является такое построение книги, при котором текст задач снабжается рядом пояснений. Именно поэтому каждый параграф сборника снабжен кратким введением, содержащим как необходимые теоретические сведения (определения, формулы, теоремы), взятые из указанного выше учебника, так и большое число подробно разобранных примеров. Авторы стремились раскрыть содержание основных понятий и теорем курса математики на систематически подобранных упражнениях и задачах. Это позволит читателю быть практически независимым от наличия

унего указанного учебника и другой математической литературы.

Цель данной книги состоит не только в изложении схемы изучения той или иной темы и подкреплении ее разнообразными примерами, но и в обеспечении достаточно богатым набором задач для усвоения основных понятий, методов и теорем.

Как показывает опыт, значительные трудности вызывает

устудентов овладение практическими навыками решения задач. На наш взгляд, студент получит большую пользу, если прежде чем приступить к решению задач, он основательно изучит теоретический материал, относящийся к соответствующему параграфу, затем разберет приведенные задачи с решениями и обязательно закрепит полученные знания решением задач, предназначенных для самостоятельной работы. Включение в пособие большого числа решенных задач имеет целью показать студентам оптимальные приемы и методы их решения, и тем самым активизировать познавательную деятельность студентов, выработать у них способность самостоятельно решать достаточно сложные задачи и откроет возможность более
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глубокого и заинтересованного изучения математики. Приобретенный при этом опыт поможет сделать первые шаги в творческой работе.

При подборе материала вместе со значительной частью задач, составленных авторами, были использованы различные сборники задач по высшей математике, библиография которых приведена в конце книги. При составлении задач учитывались особенности подготовки высококвалифицированных инженеров-специалистов. С целью закрепления материала школьной программы в сборнике приводится ряд задач, позволяющих глубже повторить основные разделы векторной алгебры, изучаемые в школе. Авторы считают полезным включение наряду с элементарными примерами и трудных, а иногда и оригинальных задач, решение которых требует изобретательности, определенной настойчивости и некоторых навыков математических исследований, что должно повысить общую математическую культуру и развить творческие способности. Задачи на приложение методов алгебры и аналитической геометрии в технике, физике и механике способствуют установлению межпредметных связей, уяснению роли математических знаний при изучении общетехнических и специальных дисциплин, вырабатывают навыки применения этих знаний к решению задач прикладного характера. Примеры и задачи технического содержания, кроме глубокого осмысления математического аппарата, используемого для решения физических задач, демонстрируют востребованность математических знаний в будущей работе инженера.

Особенностью настоящего учебного пособия является включение в него цикла задач, в процессе решения которых используется пакет «Mathematiсa». Отметим, что указанный пакет «Mathematiсa», а также подобные ему пакеты компьютерной алгебры рекомендуется использовать только после приобретения практических навыков по решению соответствующих примеров и применять их при решении задач с большим объемом вычислений.
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Авторы надеются, что данная книга существенно поможет студентам в изучении основ высшей математики и смежных дисциплин, будет полезна преподавателям. Особенно востребованным учебное пособие может быть для студентов, обучающихся по заочной форме. Преподаватели найдут в книге материал, который смогут использовать на лекциях, семинарских занятиях, консультациях, при составлении заданий для самостоятельной работы студентов, экзаменов и зачетов, контрольных работ.

В отношении авторства отметим, что материал учебного пособия разработан следующим образом: Е.А.Наумович и С.А.Минюк − глава 1, Н.С.Березкина и С.А. Минюк − глава 2, Н.С.Березкина и Е.А.Наумович, С.А.Минюк − главы 3 и 4. Общее редактирование книги осуществлял профессор С.А.Минюк.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензентам, а также председателю научно-методического семинар совета секции по математике, профессору Юрчуку Н.И.
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ГЛАВА 1

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Определители

10. Понятие матрицы. Прямоугольную таблицу чисел из множества вещественных чисел 

	æ a
	a
	...
	a
	ö
	 

	ç a1121
	a1222
	...
	a12nn
	÷
	(1)

	ç ...
	...
	...
	a
	...
	÷

	ç a
	m1
	a
	m2
	...
	 
	÷
	 

	è
	 
	 
	 
	m n ø
	 



назовем матрицей. Матрицы обозначаются латинскими буквами A, B, C,

D,…

Матрица (1) называется прямоугольной размера m× n и обозначается Am×n .

	Числа aij , i =
	1, m
	,
	j =
	1, n
	называются элементами матрицы, причем в

	записи элемента aij
	первый индекс указывает номер строки, а второй –



номер столбца; элементы ai1, ai2 ,..., ai n образуют i -ую строку, а элементы a1 j , a2 j ,..., am j – j -ый столбец. В связи с этим для обозначения матрицы (1)

будем употреблять также запись A = (ai j )(i = 1, m, j = 1, n) . Матрица A называется квадратной, если m = n . Если А – квадратная матрица размера

	n × n (порядка n), то будем писать A = (aij )1n .
	 
	 

	Трапециевидной называют матрицу вида
	 
	 
	 
	 

	æ a
	a
	...
	a
	...
	a
	ö

	ç
	11
	12
	 
	1m
	 
	1n
	÷

	ç
	0
	a22 ...
	a2 m ...
	a2 n ÷

	ç
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	÷

	ç ... ... ... ... ...
	÷

	ç
	0
	0 ...
	a
	...
	a
	÷ .

	ç
	0
	0 ...
	m m
	...
	m n ÷

	ç
	0
	0
	÷

	ç
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	÷

	ç ... ... ... .... ...
	÷

	ç
	0
	0 ...
	0
	...
	0
	÷

	è
	ø



Матрицы A и B называются равными (A = B) , если они имеют одина-

ковые размеры и их соответствующие элементы равны (aij = bij ) .
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Если все элементы матрицы нулевые, то матрица называется нулевой, ее будем обозначать О.

Главной диагональю квадратной матрицы называют совокупность ее элементов a11, a22 ,..., an n , а побочной диагональю или просто диагональю –

an1, an−1 2 ,..., a1n . Матрица D, у которой все элементы, расположенные вне главной диагонали, равны нулю, т.е.

	æ d11
	0
	0 ...
	0
	ö

	ç
	0
	d22
	0 ...
	0
	÷

	D = ç ...
	...
	... ...
	...
	÷

	ç
	0
	0
	0 ...
	 
	÷

	è
	dnn ø



называется диагональной и обозначается так: D = {d11,..., dnn}.

В случае d11 = d22 = ... = dn n = 1 диагональная матрица называется единичной и

обозначается E (или En ).

Если в квадратной матрице все элементы, расположенные с одной стороны от главной диагонали, нули, то она называется треугольной. При этом различают верхнюю треугольную и нижнюю треугольную матрицы.

Если элементами матрицы являются функции, то ее называют

функциональной.

20. Понятие определителя квадратной матрицы. По определенному правилу каждой квадратной матрице А можно поставить в соответствие

число, которое называется ее определителем и обозначается | A | . Иногда

вместо слова «определитель» употребляют слово «детерминант». Для обозначения определителя используются также другие записи, например,

det A, D . Рассмотрим сначала определители матриц порядков 1, 2, 3.

Если порядок матрицы A равен единице, то она состоит из одного элемента a11 и определителем первого порядка, который соответствует матрице

A = (a11) , называют число a11 :| A |= a11 .

	Если матрица А порядка 2, т.е.
	 
	 
	 

	æ a
	a
	ö
	,

	A = ç a11
	a12
	÷

	è 21
	22
	ø
	 



то определителем второго порядка назовем число, равное разности произведений элементов главной диагонали и побочной:

	a11
	a12
	= | A | = a
	a
	- a
	a .
	(2)

	a21
	a22
	11
	22
	21
	12
	 

	 
	 
	 
	 
	 



В символической записи определителя будем называть элементами, строками, столбцами те элементы определителя | A | произвольного

порядка, которые стоят на том же месте, что и соответствующие элементы, строки и столбцы матрицы A.




8













	 
	 
	 
	 
	 
	 
	æ a
	a
	a
	ö
	определителем третьего порядка
	 

	Для матрицы A = ç a11
	a12
	a13
	÷
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ç a21
	a22
	a23
	÷
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	è
	31
	32
	33
	ø
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	назовем число, определяемое равенством:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a
	a
	a
	 
	 
	a22
	a23
	 
	a21
	a23
	 
	a21
	a22
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	A
	 
	=
	a11
	a12
	a13
	= a
	 
	- a
	+ a
	.
	(3)

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	21
	22
	23
	11
	a
	 
	a
	12
	a
	a
	13
	a
	a
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a31
	a32
	a33
	 
	 
	32
	33
	 
	31
	33
	 
	31
	32
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Отметим, что для вычисления определителя третьего порядка используют алгебраическую сумму произведений элементов первой строки и определителей второго порядка из элементов второй и третьей строк.

Пример 1. Вычислить определитель третьего порядка

	-8
	3
	2
	 
	.

	 

	-1
	2
	4
	 

	7
	3
	6
	 
	 



Решение. По формуле (3) получаем

	-8
	3
	2
	 
	= (-8) ×
	 
	2
	4
	 
	- 3×
	 
	-1 4
	 
	+ 2×
	 
	-1
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	-1
	2
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	=

	7
	3
	6
	 
	 
	 
	3
	6
	 
	 
	 
	7
	6
	 
	 
	 
	7
	3
	 

	 
	 
	= -8×0 - 3×(-34) + 2×(-17) = 68.
	 
	□
	 
	 








Используя равенство (2) и определение определителя третьего порядка, формулу (3) можно записать в другом виде:

	A
	 
	a11
	a12
	a13
	= a11 ×a22 × a33 + a12 × a23 ×a31 + a13 ×a21 × a32 -

	=
	a21
	a22
	a23

	 
	 
	a31
	a32
	a33
	 



-a11 ×a23 × a32 - a12 ×a21 × a33 - a13 × a22 ×a31.

Определитель четвертого порядка, соответствующий матрице

		 
	æ a11
	a12
	a13
	a14
	ö
	 

		 
	ç a
	a
	22
	a
	a
	÷
	 

		A =
	ç 21
	 
	23
	24
	÷
	,

		ç a
	a
	a
	a
	÷

		 
	 

		 
	ç 31
	 
	32
	33
	34
	÷
	 

		 
	è a41
	a42
	a43
	a44 ø
	 



определим равенством:





	a11
	 
	a12
	a13
	a14
	= a
	 
	 
	a
	a
	a
	 
	- a
	 
	a

	 
	 
	 
	 

	a21
	 
	a22
	a23
	a24
	 
	 
	a22
	a23
	a24
	 
	 
	a21

	a31
	 
	a32
	a33
	a34
	11
	32
	33
	34
	 
	12
	 
	31

	 
	 
	 
	 
	a42
	a43
	a44
	 
	 
	 
	a41

	a41
	 
	a42
	a43
	a44
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	a21
	a22
	a23
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	+a13
	 
	a21
	a22
	a24
	 
	- a14
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a31
	a32
	a34
	 
	 
	a31
	a32
	a33
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a41
	a42
	a44
	 
	 
	 
	a41
	a42
	a43
	 
	 
	 
	 
	 
	 






	a23
	a24
	 

	a33
	a34
	+

	a43
	a44
	 










(4)

(5)
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По индукции определяем определители пятого и т.д. до (n −1) -го порядка.

Определитель Mij порядка n −1 , который получается из матрицы A в

результате вычеркивания ее i-ой строки и j-го столбца (по индуктивному предположению он уже определен), называется минором элемента

aij ; i, j = 1, n .

Определителем или детерминантом квадратной матрицы A = (aij )1n

(порядка n) называется число, образованное из элементов этой матрицы так:

	a11
	a12
	...
	a1n
	n
	 

	a21
	a22
	...
	a2n
	 

	= å(−1)1+ j a1 j M1 j .
	(6)

	...
	... ... ...
	j=1
	 

	an1
	an2
	...
	ann
	 

	 
	 



Формула (6) называется разложением определителя по элементам первой строки. При n = 2 равенство (6) равносильно равенству (2), а при n = 3 оно превращается в формулу (3).

Пример 2. Используя формулу (6), показать, что определитель треугольной матрицы (треугольный определитель) равен произведению элементов, стоящих на главной диагонали.

Решение. Рассмотрим случай нижней треугольной матрицы. Используя формулу (6) разложения по элементам первой строки, имеем:





	a11
	0
	0
	...
	0
	 
	 
	 

	a21
	a22
	0
	...
	0
	= a11

	a31
	a32
	 
	a33
	...
	0

	...
	...
	... ... ...
	 
	 
	 

	an1
	an2
	 
	an3
	...
	ann
	 
	 
	 

	= a11a22
	 
	a33
	0
	...
	0
	 
	 

	 
	 

	 
	...
	... ... ...
	 
	 

	 
	 
	 
	an3
	an4
	...
	ann
	 
	 






	a22
	0 ...
	0
	 

	a32
	a33 ...
	0
	=

	...
	... ...
	...

	an2
	an3 ...
	ann
	 



= ... = a11a22...ann .






Аналогично для верхней треугольной матрицы. □

Отсюда следует, что определитель диагональной матрицы равен произведению ее диагональных элементов, в частности, для единичной матрицы Е имеем det E = 1.

Наряду с формулой (6), для каждого определителя матрицы A порядка n, n ³ 2 , имеет место разложение по первому столбцу:
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