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ПРЕДИСЛОВИЕ

В связи с возросшей ролью математики в современной науке и технике будущим инженерам нужна качественная математическая подготовка. Это веление времени, настоятельная жизненная необхо- димость. Ускорение научно-технического прогресса невозможно без увеличения объема математических знаний на всех уровнях обучения.

Современный инженер должен не только знать основы матема- тики, но и хорошо владеть всеми новейшими методами исследования, которые могут применяться в области его деятельности.

Данная книга является первым томом учебника «Математика для инженеров», цель которого – изложить просто, четко и доступно широкому кругу читателей основные понятия и теоремы математики,

научить самостоятельно решать конкретные практические задачи и приобрести обширные теоретические знания. Учебник полностью

соответствует учебной программе по математике для инженерных специальностей высших учебных заведений, утвержденной Мини- стерством образования Республики Беларусь (регистрационный номер ТД-Т.003/тип), и представляет собой обобщение многолетнего опыта

преподавания авторами математики на различных факультетах в БНТУ и физико-техническом факультете Учреждения образования «Гродненский государственный университет имени Янки Купалы».

При написании учебника авторы руководствовались принципом, что изложение материала должно соответствовать положению мате- матики в системе человеческого знания как самостоятельной науки и, сохраняя меру математической строгости, предоставлять необходимые сведения для понимания и решения задач, возникающих в различных областях деятельности современного человека.

Первый том учебника состоит из введения и 16 глав. Во введе- нии кратко изложены элементы математической логики, теории мно- жеств и комбинаторики. Основная часть посвящена традиционным разделам математики: алгебра, геометрия, математический анализ, дифференциальные уравнения. Каждая глава учебника разделена на параграфы, в каждом из которых изложены определенные математи- ческие понятия и теоремы с набором примеров и задач, как правило, с их технической интерпретацией. Для более глубокого усвоения тео-

ретического материала после каждой главы приведены задания для самостоятельной работы.

В конце учебника помещен предметный указатель, где указаны номера страниц, на которых не только приведено определение терми- на или введено понятие, но и номера страниц, на которых указанное




3










понятие или термин расширяются или дополняются, что позволит читателю, встретившись с термином или понятием, смысл которого к этому времени уже забыт, обратиться к этому указателю.

Для сохранения целостности учебника и изложенного в нем курса математики, применяется сплошная нумерация глав, которые в свою очередь имеют свою нумерацию параграфов. Каждый пара- граф имеет свою нумерацию теорем, лемм, соотношений и рисунков.

В каждом отдельном параграфе используется одинарная нумерация формул, теорем и т.д.; при ссылках внутри одной главы используется двойная нумерация, где первая цифра обозначает номер параграфа, а при ссылке на другую главу – тройная нумерация, где первая цифра обозначает номер главы, вторая – номер параграфа в этой главе. Например, выражение «по формуле (3.4.2)» означает, что эта формула находится в четвертом параграфе третьей главы под номером два.

При написании первого тома учебника была использована зна- чительная часть материала из учебного пособия «Высшая математика для инженеров» в 2-х томах под общей редакцией Н.А.Микулика (авторы Минюк С.А., Наркун З.М., Булгаков В.И., Метельский А.В., Берёзкина Н.С.). – Минск: 2004.

Авторы надеются, что предлагаемый учебник позволит овладеть системой понятий и фактов, освоить язык математики и ее символику,

а также основные методы и приемы приложения математики и ее аппарата в естественных науках, выработать у читателя четкое пред- ставление о том, что математика является одним из важнейших инст- рументов в арсенале инженера-исследователя и, тем самым, вызвать интерес к ней.

Полагаем, что книга облегчит работу студентов и преподавателей в изучении математики и будет полезной широкому кругу лиц, зани- мающихся заочно или самообразованием.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензенту, док- тору физико-математических наук, профессору Кротову В.Г. и рецен- зенту доктору физико-математических наук, профессору Рябушко А.П., а также всем членам кафедры высшей математики БГАТУ за полезные советы и ценные замечания, которые помогли значительно улучшить содержание рукописи книги. Особо отметим кандидата физико- математических наук Наумович Е.А., которая внесла ряд предложений по совершенствованию рукописи.
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ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИКУ

§ 1. Множества

10. Множество и его элементы. Под множеством понимают совокупность некоторых объектов, «объединенных по какому-либо признаку». Например, множество букв алфавита, множество точек на прямой, множество натуральных чисел, множество студентов группы, потока, университета и т.д.

Объекты, из которых состоит множество, называются его элемен- тами. Множества принято обозначать заглавными буквами латинского алфавита A, B,..., X ,Y,..., а их элементы малыми a,b,..., x, y,... .

Если элемент х принадлежит множеству X , то записывают x X ; запись xÏ X (x Î X ) означает, что элемент x не принадлежит

множеству X .

Множество, не содержащее ни одного элемента, называют пустым и обозначают символом .

Элементы множества записывают в фигурных скобках, внутри которых они перечислены, либо указано общее свойство, которым обладают все элементы данного множества. Например, множество, состоящее из трех букв a, б, в, записывается так: {а;б;в}; запись

A ={x :0 £ x £1} означает, что множество A состоит из всех действи-

тельных чисел, удовлетворяющих неравенству 0 ≤ x ≤1.

Множества А и В, состоящие из одних и тех же элементов, называются равными (обозначают A = B ).

Множество А называется подмножеством множества В, если каждый элемент множества А является элементом множества В и обо- значается так: A Ì B (А включено в В) или B É A (В включает А). Множества А и В равны в том и только том случае, если A Ì B и B Ì A .

Пустое множество считают, по определению, подмножеством любого множества. Для любого множества A можно указать два под- множества: А и .

Говорят, что между множествами А и В установлено взаимно- однозначное соответствие, если каждому элементу множества А соответствует единственный элемент множества В и наоборот. Множест- ва А и В, между которыми можно установить взаимно-однозначное соответствие, называют эквивалентными и пишут A ~ B . Например, множество натуральных чисел и множество всех четных чисел M есть эквивалентные множества, т.е. ~ M . Действительно между множествами и M легко установить взаимно однозначное соответствие,
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	если каждому
	натуральному числу n поставить в соответствие

	четное число
	m = 2n M и наоборот. Очевидно, что если A ~ B и



B ~ C , то A ~ C .

Исходя из общего понятия отношения (соответствия) между элементами множеств A и B , где не обязательно, чтобы каждый элемент множества A находился в данном отношении с каким-либо элементом множества B и чтобы одному элементу из A соответствовал только один элемент из B , выделяют важнейший класс, так называемых,

функциональных отношений («отображений множества X во мно- жество Y », или «функций с областью определения X , принимающих значения из Y »).

Рассмотрим следующий пример. Допустим, что отец привез детям подарки, и пусть X = {a; b;с} – множество подарков, а Y = {m; n; k} –

множество детей. На рис. 1а), 1б), 1в) изображены примеры таких рас- суждений. Как видно, не исключается и случай, когда отец дает одному ребенку два подарка, другому – один, а третьему, который в чем-то провинился, – ни одного.

Рис. 1а) Рис. 1б) Рис. 1в)

В каждом из изображенных на рис.1 распределений подарков устанавливается соответствие, сопоставляющее с каждым элементом из множества X точно один, т.е. один и только один элемент из мно- жества Y . Такое отношение (соответствие) называется функциональным отношением (соответствием).

Говорят, что на множестве X задана функция (отображение) f

со значениями во множестве Y , если каждому элементу x X поставлен в соответствие единственный элемент y Y , при этом пишут y = f (x)

и в таком случае y называется образом для x , а x – прообразом для y .

Отображение называется:

сюрьективным, если f (x) = X ;

инъективным или взаимно-однозначным, если каждый образ f (x) имеет единственный прообраз x ;

биективным, если оно сюрьективно и инъективно.
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Множество A называется конечным, если существует такое натуральное число n, что множество A эквивалентно множеству {1;2;...;n} . В этом случае говорят, что множество A содержит n эле-

ментов. Чтобы установить эквивалентность двух конечных множеств,

достаточно пересчитать элементы этих множеств и сравнить число элементов в каждом из них. Так, например, множества A ={1;2;3} и

B ={прямая; точка; плоскость} являются эквивалентными конечными множествами, так как в обоих содержится по 3 элемента.

Конечное множество, состоящее из n элементов, называется упорядоченным, если его элементы занумерованы натуральными числами 1, 2, 3,…, n.

Множество называется счетным, если может быть установлено взаимно-однозначное соответствие между элементами этого множества и элементами множества всех натуральных чисел .

20. Пересечение и объединение множеств. Объединением (или

суммой) множеств A и B называется множество, состоящее из таких элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из этих

	множеств. Объединение (сумму) множеств обозначают
	A È B (или

	A + B ). Кратко можно записать A È B ={x : xÎ A или
	xÎ B}. Если



множества A и B имеют общие элементы, то каждый из этих общих элементов берется в объединении только один раз. Например,

{1; 2; 3;5} {1; 6;5} = {1; 2;3;5;6}.

Пересечением (или произведением) множеств A и B называется множество, состоящее из элементов, каждый из которых принадлежит множеству A и множеству B . Пересечение (произведение) множеств обозначают A Ç B (или A× B ). Кратко можно записать так: A Ç B ={x : xÎ A и xÎ B}. Например, множество чисел кратных числу

10, состоит из элементов, которые входят в каждое из двух множеств – множество натуральных чисел, кратных числу 2 и множество нату- ральных чисел, кратных числу 5.

Два множества, пересечение которых является пустым множеством,

называются непересекающимися.

Объединение и пересечение множеств обладают свойствами, аналогичными свойствам суммы и произведения чисел, например, переместительным, сочетательным и распределительным свойствами.

Упражнение 1. Основываясь на определении объединения и пе- ресечения, доказать свойства этих операций для всяких множеств

A, B,C :

1.A È B = B È A (коммутативность объединения).

2.A Ç B = B Ç A (коммутативность пересечения).

3.A È (B È C) = (A È B) È C (ассоциативность объединения).

4.A Ç (B Ç C) = (A Ç B) Ç C (ассоциативность пересечения).
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5. A Ç (B È C) = (A Ç B) È C (дистрибутивность пересечения от-

носительно объединения).

6. A È (B Ç C) = (A È B) Ç (A È C) (дистрибутивность объедине- ния относительно пересечения).

7.A È Æ = A.

8.A Ç Æ = Æ.

30. Вычитание множеств. Дополнение до множества. Прямое произведение двух множеств. Разностью множеств A и B называется множество, состоящее из всех элементов множества A , не принадле- жащих множеству B и обозначается A \ B .

Если, в частности, A – подмножество некоторого множества E, то разность E \ A обозначается символом A и называется дополнением множества A (до множества E). Результат операции «дополнение» зависит от того множества, до которого «дополняется» данное множество. Например, дополнением множества целых чисел до множества всех рациональных чисел является множество всех дробных чисел. Если же рассматривать дополнение множества целых чисел до множества дей- ствительных чисел, то дополнением этого множества будет множество всех дробных и всех иррациональных чисел.

Часто ограничиваются рассмотрением всевозможных подмно- жеств одного и того же множества, которое в этом случае называют основным или универсальным множеством.

Упражнение 2. Доказать, что операция взятия дополнения обладает

свойством рефлексивности (A) = A , а также связана с отношением

	включения и операциями
	È, Ç , следующими законами двойст-

	венности:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	если A Ì B , то
	 
	É
	 
	;
	 
	=
	 
	Ç
	 
	и
	 
	=
	 
	È
	 
	.
	(1)

	A
	B
	A È B
	A
	B
	A Ç B
	A
	B



Пример 1. На факультете 1400 студентов. Из них 1250 знают английский язык, 952 – немецкий. Ни одного из этих языков не знают 60 студентов. Сколько студентов знают и английский, и немецкий языки?

Решение. Множество студентов факультета будем считать основ- ным множеством E, A и B – множества студентов знающих английский, немецкий языки соответственно. Студенты, не знающие указанные

																				
	языки, составляют множество
	 
	Ç
	 
	. Пусть n(A)
	– число элементов

	A
	B

	множества А. Тогда по условию n(
	 
	Ç
	 
	) = 60 ,
	а т.к. согласно (1)

	A
	B

	 
	 
	Ç
	 
	=
	 
	, то и n(
	 
	 
	)= 60 .
	 

	 
	A
	B
	A È B
	A È B
	 

	Отсюда n(A È B) = n(E) - n(
	 
	) =1340 ,
	 

	A È B
	 

	n(A Ç B) = n(A) + n(B) - n(A È B) = 862 . □
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Прямым произведением множеств A и B называется множество,

элементами которого являются все упорядоченные пары (x; y) , где х –

элемент из A, а у – элемент из B. Прямое произведение множеств A и B обозначается A× B . Множество точек плоскости является, по существу, прямым произведением вида × , где – множество действитель- ных чисел.

§ 2. Элементы математической логики. Высказывания и предикаты

10. Высказывания. Под высказыванием понимают всякое утверждение (суждение), о котором имеет смысл говорить, что оно истинно (верно) или ложно (неверно). Так, предложение «Снег – белый» есть истинное высказывание, предложение «2+2=10» – ложное высказывание.

Не всякое предложение, не всякий набор символов, даже если они имеют смысл, является высказыванием. В частности, вопроси- тельные и восклицательные предложения не относятся к высказыва- ниям. Например, по поводу предложения «Который час?» не имеет смысла ставить вопрос, истинно оно или ложно. Не являются выска- зываниями и такие предложения, которые служат определениями чего- либо, например: «Параллелограммом называется четырехугольник, у которого противоположные стороны параллельны».

Существуют предложения, которые, безусловно, являются ис- тинными или ложными, однако в силу недостаточности наших знаний, нельзя в данный момент судить точно, истинны они или ложны. Например, «Земля – единственная обитаемая планета во Вселенной» также считается высказыванием.

20. Операции над высказываниями. Пусть имеется некоторая начальная совокупность высказываний, называемых элементарными (или исходными), которые будем обозначать буквами латинского алфавита p, y,r и т.д. Исходя из этих высказываний, с помощью так

называемых логических операций строят новые (сложные) высказы- вания. Дадим точное определение этих операций.

I. Отрицанием высказывания p называется новое высказывание, обозначаемое p (читается «Не p» или «Неверно, что p»), которое

считается истинным, если высказывание p ложно, и ложным, если p истинно.
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II. Конъюнкцией (логическое умножение) высказываний p и q

называется новое высказывание, обозначаемое pΛq (читается «p и q»),

которое считается истинным, если истинны оба высказывания p и q и ложным во всех остальных случаях.

Так, высказывания «2 меньше 5» и «5 меньше 10» истинны, поэтому истинна их конъюнкция «2 меньше 5 и 5 меньше 10».

III. Дизъюнкцией (логическое сложение) высказываний p и q назы-

вается новое высказывание, обозначаемое p q (читается «p или q »)

которое истинно в тех случаях, если истинно хотя бы одно из выска- зываний p или q, и ложно, если ложны оба высказывания p и q.

Высказывание « 3 ≤ 5 » является дизъюнкцией высказываний « 3 < 5 » и «3 = 5», из которых первое истинно, а второе ложно. Следо- вательно, истинна и сама дизъюнкция.

IV. Импликацией высказываний p и q называется высказывание, обозначаемое p => q (читается «если p то q» или «из p следует q» или

« p влечет за собой q»), которое ложно лишь в том случае, если p истинно, а q ложно.

Заметим, что при рассмотрении импликации p => q высказывание p называют посылкой (или условием) импликации, а высказывание q – ее заключением (или следствием).

Высказывание «Если 2 × 2 = 7 , то число 7 – простое» есть импликация высказываний « 2 × 2 = 7 » и «7 – простое». Оно истинно, поскольку посылка « 2 × 2 = 7 » – ложное высказывание.

V. Эквивалентностью (или эквиваленцией) высказываний p и q

называется новое высказывание, обозначаемое p <=> q (читается

«p эквивалентно q» или «p тогда и только тогда, когда q»), которое истинно в том и только том случае, если p и q одновременно истинны или одновременно ложны.

Высказывание « 3× 3 = 9 тогда и только тогда, когда снег белый» представляет собой эквиваленцию двух высказываний « 3× 3 = 9 » и «снег белый». Оно истинно, поскольку истинны оба этих высказывания.

Итак, истинность или ложность высказывания, образованного из каких-либо высказываний с помощью описанных выше операций, за- висит только от распределения истинности и ложности между выска- зываниями, над которыми производятся логические операции. Эту зависимость удобно описывать, так называемыми, таблицами истин- ности логических операций. Так, например, таблица 1 – таблица ис- тинности для импликации (буква и означает, что соответствующее высказывание истинно, буква л – соответствующее высказывание ложно):
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	Таблица 1
	Упражнение 1.
	Составить

		 
	 
	 
	таблицы истинности
	логических

		p
	q
	p Þ q

		 
	 
	 
	операций отрицания, конъюнкции,

		и
	и
	и

		 
	 
	 
	дизъюнкции, эквивалентности.

		и
	л
	л

		Высказывания,
	имеющие

		 
	 
	 

		л
	и
	и

		одинаковые таблицы
	истинности,

		 
	 
	 

		л
	л
	и

		называются равносильными.

		 
	 
	 

		 
	 
	 



Тождественно истинные (ложные) высказывания истинные (ложные) всегда, независимо от того, истинны или ложны составляю- щие их высказывания.

30. Предикаты. Рассмотрим предложение « 2x2 + 5 = 7 ». Ясно, что это предложение не является высказыванием: о его истинности или ложности невозможно судить до тех пор, пока не будет указано, какое число подразумевается под x . При одних значениях x (при x = ±1) оно превращается в истинное высказывание, при других –

вложное. Предложения, зависящие от переменной, встречаются не только в математике. Например, предложение «Город x находится

вБеларуси» превращается в истинное высказывание, если вместо x подставить, например, названия «Минск» или «Гродно», но оно будет ложным высказыванием, если вместо x подставить «Москва» или «Париж».

Предложение, в которое входят переменные и которое при замене переменных, возможными для них значениями, становится высказы-

ванием, называется высказывательной формой (или предикатом).

При задании предиката должно указываться множество X тех значений, которые могут принимать переменные; оно называется

областью определения предиката. Если предикат содержит одну пере-

менную, то он называется одноместным; при наличии n переменных предикат называется n-местным.

Если X − область определения предиката, то подмножество множества X, состоящее из тех значений переменных, при которых данный предикат превращается в истинное высказывание, называется областью истинности предиката. В дальнейшем одноместные преди- каты с переменной x будем обозначать через p(x),q(x),... ; с двумя

переменными x, y – через p(x, y), q(x, y), ... , или просто p, q, ...

Множество истинности предиката p будем обозначать той же буквой,

что и предикат, но с верхним индексом +, т.е. p+ .

Предикат с областью определения X называется тождественно истинным (ложным), если при любых значениях переменной x из X он превращается в истинное (ложное) высказывание.
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Примером тождественно истинного предиката может служить

	предикат « sin2 x + cos2 x =1»,
	определенный на множестве дейст-

	вительных чисел. Напротив,
	предикат « x2 + y2 < 0 » тождественно



ложен на этом множестве. Два предиката с одной и той же областью определения X называются равносильными, если они имеют одина- ковые множества истинности. Равносильность предикатов p и q обо-

значается p q .

Переход от некоторого предиката p к равносильному ему пре-

дикату q называется равносильным преобразованием предиката p .

Пусть p и q – два предиката с общей областью определения X . Говорят, что q есть следствие p , если область истинности предиката p является частью области истинности предиката q (или совпадает с ней), т.е. p+ Ì q+ . Так, предикат « x2 = 9 » с областью определения есть

следствие предиката « x = 3 » (с той же областью определения). Эти два предиката не равносильны: множество истинности первого из них имеет вид {−3;3}, а второго – {3} .

Непосредственно из определений равносильности и следования вытекает следующее предложение: предикат p равносилен предикату q

тогда и только тогда, когда q есть следствие p , а p есть следствие q .

40. Логические операции над предикатами. Над предикатами можно проводить те же логические операции, что и над высказыва- ниями. Для определенности будем рассматривать предикаты с одной переменной x.

I. Отрицанием предиката p(x) с областью определения X назы- вается предикат с той же областью определения, обозначаемый p(x) (читается «неверно, что p(x) »), который превращается в истинное высказывание для тех и только тех значений x X , при которых p(x)

есть ложное высказывание.

Очевидно, множество истинности предиката p представляет собой дополнение множества истинности предиката p(x).

Так, отрицанием предиката «| x |>1 » с областью определения является предикат | x |≤1 с той же областью определения.

II. Конъюнкцией двух предикатов p(x) и q(x) , определенных на множествах X1 и X2 соответственно, называется предикат, обозна- чаемый p(x) q(x) (читается « p(x) и q(x) ») с областью определения X = X1 Ç X2 , который превращается в истинное высказывание для
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