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	В. В. Басов
	Курс лекций по ОДУ



Г Л А В А III Нормальные системы ОДУ

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОНЯТИЯ

10: Виды систем.

В общем виде система из n обыкновенных дифференциальных

	уравнений с n неизвестными выглядит следующим образом
	 

	8
	:F:1:(x; y1; y10 ; : : : ; y1(m1); : : : ; yn; yn0 ; : : : ; yn(mn)) = 0;
	(3:1 )

	<Fn(x; y1; y10 ; : : : ; y(m1); : : : ; yn; yn0 ; : : : ; yn(mn)) = 0:
	 

	:
	1
	 



Решением системы будем называть n функций y1(x); : : : ; yn(x); определенных на некотором промежутке ha; bi таких, что подстановка их в систему (3:1 ) обращает ее в n тождеств на ha; bi:

Система (3:1 ) называется системой, не разрешенной относительно старших производных функций y1(x); : : : ; yn(x): Очевидно, что при n = 1 и m1 = 1 она превращается в уравнение первого порядка F (x; y; y0) = 0; не разрешенное относительно производной.

Первым шагом на пути как теоретического, так и практического решения системы (3:1 ); должна стать попытка разрешить ее относительно старших производных. Если эта попытка удастся, то система (3:1 ) примет вид

	8:y:1: 1
	)
	= f1(x; y1
	; y10 ; : : : ; y1
	1
	 
	1)
	; : : : ; yn; yn0 ; : : : ; yn
	n
	1)
	);
	(3:1 )

	(m
	 
	(m
	 
	 
	(m
	 
	 
	 

	<yn(mn)
	= fn(x; y1; y10 ; : : : ; y1(m1 1); : : : ; yn; yn0 ; : : : ; yn(mn 1)):
	 

	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Система (3:1 ); естественно, называется системой, разрешенной относительно старших производных. При n = 1 и m1 = 1 она превращается в хорошо знакомое, изученное в главе 1 классическое уравнение первого порядка (1.1) y0 = f(x; y) или в уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной.

Рассмотрим два важнейших частных случая системы (3:1 ) :

I. m1 = : : : = mn = 1;

II. n = 1 (m1 = m):
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В случае I система (3:1 ) превращается в систему

8y10 = f1(x; y1 : : : ; yn);

<

: : : (3:1) :yn0 = fn(x; y1 : : : ; yn);

которая называется н о р м а л ь н о й с и с т е м о й обыкновенных дифференциальных уравнений порядка n и будет являться основным объектом изучения в этой главе. А различные частные случаи нормальной системы (3.1) предстоит изучать в последующих главах.

В случае II система (3:1 ) превращается в уравнение

	y(m) = f(x; y; y0; : : : ; y(m 1));
	(3:2)



которое называется обыкновенным дифференциальным уравнением порядка m; разрешенным относительно старшей производной.

Следует иметь в виду, что уравнение (3.2) является частным случаем нормальной системы (3.1) порядка m; так как это уравнение всегда можно свести к системе стандартной заменой переменных

	y = y1; y0 = y2; : : : ; y(m 1) = ym:
	(3:3)



Последовательно дифференцируя уравнения (3.3) и подставляя в последнее правую часть (3.2), получаем нормальную систему

8y10 = y2;

>

>

<: : :

>ym0 1 = ym; (3:4)

>

:ym0 = f(x; y1 : : : ; ym):

Система (3.4) эквивалентна уравнению (3.2) в следующем смысле: если y = '(x) является решением уравнения (3.2), то вектор ('(x); ' 0(x); : : : ; '(m 1)(x)) это решение системы (3.4), и наоборот, если ('1(x); : : : ; 'm(x)) является решением системы (3.4), то функция y = '1(x) это решение уравнения (3.2).

В заключение отметим, что произвольную систему (3:1 ) всегда можно свести к нормальной системе более высокого порядка, т. е. с большим числом неизвестных, путем введения в системе (3:1 ) в качестве новых переменных производных функций y1(x); : : : ; yn(x); как это делалось для уравнения (3.2) в замене (3.3).
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20: Решения нормальной системы.

В дальнейшем будет рассматриваться нормальная система (3.1)

8y10 = f1(x; y1 : : : ; yn);

<

: : :

:yn0 = fn(x; y1 : : : ; yn);

вкоторой вещественные функции f1; : : : ; fn 2 C(G); т. е. непрерывны в области G Rn+1 пространстве переменных x; y1; : : : ; yn:

Df. Решением нормальной системы (3.1) называются n непрерывных на промежутке ha; bi функций y1 = '1(x); : : : ; yn = 'n(x); для всякого x 2 ha; bi удовлетворяющих следующим трем условиям:

1)функции '1(x); : : : ; 'n(x) дифференцируемые,

2)точка (x; '1(x); : : : ; 'n(x)) 2 G;

3) 'i0(x) = fi(x; '1(x); : : : ; 'n(x)) (i = 1; n):

Из условия 3), в частности, вытекает, что все функции 'i(x) непрерывно дифференцируемы на ha; bi; т. е. 'i 2 C1(ha; bi):

Теорема (существования). Пусть в нормальной системе (3.1) функции f1; : : : ; fn 2 C(G); тогда через каждую точку области G проходит по крайней мере одно решение системы (3.1).

Эту теорему можно было бы доказать аналогично теореме Пеано для уравнений (1.1) методом Ломаных Эйлера. Такое доказательство помимо незначительных трудностей, связанных с многомерностью пространства переменных y1; : : : ; yn; не содержит новых идей и не представляет особого интереса.

Вместо этого в §3 будет приведено доказательство теоремы существования новым, интегральным методом, называемым методом последовательных приближений Пикара. Правда, метод Пикара существенно использует предположение о том, что правые части системы (3.1) в области G удовлетворяют условию Липшица по y1; : : : ; yn локально. Это предположение, как видно из теоремы Пеано, не является необходимым, но позволяет применить интегральный метод и попутно доказать единственность решения задачи Коши.
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30: Геометрическая интерпретация решений.

Пусть y1 = '1(x); : : : ; yn = 'n(x) это решение системы (3.1), определенное на интервале (a; b):

Df. Кривая, образуемая множеством точек (x; '1(x); : : : ; 'n(x)); где x 2 (a; b); называется дугой интегральной кривой. Максимальная дуга интегральной кривой называется интегральной кривой.

Интегральная кривая, очевидно, лежит в области G и является гладкой кривой, так как функции '1(x); : : : ; 'n(x) непрерывно дифференцируемые. Поэтому она имеет непрерывно вращающуюся касательную в каждой точке (x0; y10; : : : ; yn0) 2 G:

Уравнение касательной к интегральной кривой в этой точке имеет

вид y1 y10 = '01(x0)(x x0); : : : ; yn yn0 = '0n(x0)(x x0): Но '0i(x0) = fi(x0; y10; : : : ; yn0) (i = 1; n):

Следовательно, касательная известна:

	y1 y10 = f1(x0; y10; : : : ; yn0)(x x0);
	 

	: : :
	(3:5)

	yn yn0 = fn(x0; y10; : : : ; yn0)(x x0):
	 



Это значит, что для системы (3.1) в области G можно построить поле направлений, проведя через каждую точку G единичный отрезок, направление которого совпадает с направлением касательной (3.5) к интегральной кривой в этой точке.

Наличие поля направлений, индуцированного системой (3.1), позволяет дать геометрическое определение интегральной кривой.

Df. Интегральная кривая это любая гладкая кривая, лежащая в области G; направление касательной к которой в каждой точке совпадает с направлением поля в этой точке.

40: Задача Коши и общее решение системы.

Пусть дана произвольная точка (x0; y10; : : : ; yn0) из области G: Задача Коши системы (3.1) заключается в требовании найти такое

решение y1 = '1(x); : : : ; yn = 'n(x) , которое определено на какомлибо интервале, содержащем точку x0; и удовлетворяет начальным условиям y10 = '1(x0); : : : ; yn0 = 'n(x0): Числа x0; y10; : : : ; yn0 при этом называются начальными данными для задачи Коши.




4













В. В. Басов Курс лекций по ОДУ

Df. Решение задачи Коши с начальными данными x0; y10; : : : ; yn0 существует, если можно указать такой интервал ( ; ); содержащий точку x0; что на нем определено решение y1 = '1(x); : : : ; yn = 'n(x) системы (3.1) и y10 = '1(x0); : : : ; yn0 = 'n(x0):

Df. Решение задачи Коши с начальными данными x0; y10; : : : ; yn0 единственно для системы (3.1), если для любых двух решений y1 =

	'1(x); : : : ; yn
	= 'n(x) и
	y1
	= '1(x); : : : ; yn
	= 'n(x) этой задачи

	e
	e
	 
	b
	b

	Коши можно указать такой интервал ( ; );
	содержащий точку x0;



на котором оба эти решения определены и тождественно совпадают,

( ; )

т. е. 'ei(x) 'bi(x) (i = 1; n):

Df. Точка (x0; y10; : : : ; yn0) 2 G называется точкой единственности для системы (3.1), если единственно решение задачи Коши с начальными данными x0; y10; : : : ; yn0:

Df. Область Ge G называется областью единственности, если каждая ее точка является точкой единственности.

Df. Набор из n непрерывных функций yi = 'i(x; C1; : : : ; Cn)

(i = 1; n) называется общим решением системы (3.1) в области

	единственности G; если для любой точки (x0; y10; : : : ; yn0) 2 G суще-

	0
	0
	e
	0
	0
	1
	0
	0
	e

	ствует и единственно решение C0
	; : : : ; Cn0
	алгебраической системы



y1 = '1(x0; C1 ; : : : ; Cn); : : : ; yn = 'n(x0; C1 ; : : : ; Cn) такое, что функции yi = 'i(x; C10; : : : ; Cn0) есть решения задачи Коши системы (3.1) с начальными данными x0; y10; : : : ; yn0:

Приведенные определения являются естественными обобщениями на многомерный случай соответствующих определений, данных для классического уравнения первого порядка (1.1) y0 = f(x; y):

50: Механическая интерпретация решений.

Вмеханике обычно независимую переменную обозначают через t

итрактуют как время, искомые функции обозначают x1(t); : : : ; xn(t)

итрактуют как движение материальной точки в фазовом простран-

стве (x1; : : : ; xn); считая x1(t); : : : ; xn(t) в каждый момент времени t координатами материальной точки, а x1(t); : : : ; xn(t) вектором скорости материальной точки.
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Поэтому нормальную систему (3.1) в механике принято записывать в следующем виде:

8

<x1 = f1(t; x1; : : : ; xn);

	 
	:
	: : :
	f1; : : : ; fn 2 C(G):
	(3:1m)

	Как
	xn = fn(t; x1; : : : ; xn);
	 
	 

	 
	 
	m

	 
	было только что отмечено, любое решение системы (3:1 );



заданное по времени на промежутке ha; bi; определяет некоторое движение материальной точки в фазовом пространстве (x1; : : : ; xn) с момента времени a до момента времени b:

Фактически система (3:1m) задает (f1; : : : ; fn) вектор скорости движения материальной точки в фазовом пространстве.

Df. Множество точек (x1(t); : : : ; xn(t)) фазового пространства при t 2 (a; b) называется траекторией движения.

Следовательно, траектория это проекция интегральной кривой на фазовое пространство вдоль оси времени.

Хотя в области единственности интегральные кривые системы (3:1m) не пересекаются, но их траектории вполне могут пересекаться, например, в точке (x01; : : : ; x0n); причем под любым углом. Это всего лишь означает, что интегральные кривые проходят через указанную точку, только в разные моменты времени.

Df. Если в системе (3:1m) функции f1; : : : ; fn определены и непрерывны при всех t 2 R и есть решение x1(t) = x01; : : : ; xn(t) = x0n; определенное для всякого вещественного t; то это решение называется состоянием (положением) равновесия, или точкой покоя, или особой точкой системы (3:1m):

Траекторией состояния равновесия является точка (x01; : : : ; x0n): Очевидно, что все точки покоя можно найти из алгебраической

	 
	 
	t
	 
	 
	t

	системы тождеств f1(t; x10; : : : ; xn0 ) 0; : : : ; fn(t; x10; : : : ; xn0 ) 0:

	60: Системы в симметричной форме.
	 

	Df. Систему дифференциальных уравнений порядка n
	 

	 
	d x1
	d xn+1
	 

	 
	 
	= : : : =
	 
	;
	(3:6)

	X1(x1; : : : ; xn+1)
	Xn+1(x1; : : : ; xn+1)



где X1; : : : ; Xn+1 определены и непрерывны в области G пространства (x1; : : : ; xn+1); называют системой в симметричной форме.
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	Df. Точка x0 = (x10; : : : ; xn0
	+1)
	из области G называется осо-



	бой для системы (3.6), если Xi(x0) = 0 для всякого
	 
	 
	 

	i = 1; n + 1:

	В противном случае точка называется обыкновенной.
	 
	 
	 



Теорема (о связи системы в симметричной форме и нормальной системы). Для любой обыкновенной точки x0 2 G существует окрестность V (x0); в которой система в симметричной форме (3.6) эквивалентна нормальной системе (3.1) порядка n:

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x0 обыкновенная точка для системы (3.6). Тогда, например, Xn+1(x0) 6= 0: В противном случае можно перенумеровать переменные. Поскольку функция Xn+1 непрерывна в области G; то найдется такая окрестность V (x0) 2 G; что для всякого x = (x1; : : : ; xn+1) 2 V (x0) функция Xn+1(x) 6= 0: Теперь в окрестности V (x0) систему (3.6) можно переписать в виде

	d x1
	=
	X1(x1; : : : ; xn+1)
	; : : : ;
	 
	d xn
	=
	Xn(x1; : : : ; xn+1)
	:

	 
	Xn+1(x1; : : : ; xn+1)
	 
	Xn+1(x1; : : : ; xn+1)

	d xn+1
	 
	d xn+1
	 



А это нормальная система вида (3.1), правые части которой непрерывны в V (x0): 

Обратная теорема справедлива во всей области G: Нормальная система (3.1) всегда может быть записана в симметричной форме:

	d y1
	 
	= : : : =
	d yn
	=
	d x
	:

	f1(x; y1; : : : ; yn)
	fn(x; y1; : : : ; yn)
	1



Очевидно, что в полученной системе все точки обыкновенные.

70: Векторная запись нормальных систем.

Хорошо известно, что векторная запись многих математических объектов, в том числе нормальных систем, очень удобна, так как существенно сокращает и облегчает теоретические выкладки. Но прежде чем ее использовать, давайте вспомним некоторые факты, касающиеся действий с векторами и вектор-функциями.

Вообще говоря, вектор размерности n это упорядоченный набор из n чисел, чаще всего вещественных, но возможно целых, раци-

0 1 a1

ональных, комплексных. При необходимости различают a = @: : : A

an

вектор-столбец и a = (a1; : : : ; an) вектор-строка.
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y10 (x)

: : :

yn0 (x)



Множество векторов размерности n образует n -мерное линейное пространство над полем вещественых, если aj 2 R; или комплексных, если aj 2 C; чисел (j = 1; n):

В отличие от геометрии, где обычно используется евклидова нор-

p

ма вектора: jjajj = a21 + : : : + a2n; в дифференциальных уравнениях удобно использовать следующее определение нормы вектора:

jjajj = max jajj:

j=1;:::;n

Поэтому, например, множество jjajj 1 при n = 3 в геометрииэто шар радиуса единица, а в дифференциальных уравнениях куб, ребро которого имеет длину равную двум.

Очевидно, что для обеих норм выполняются все три свойства, характеризующие норму: 1) jjajj 0 и jjajj = 0 , a = (0; : : : ; 0);

2) jj ajj = j j jjajj; 3) jja + bjj jjajj + jjbjj:

Норма позволяет определить расстояние между векторами:

(a; b) = jja bjj:

Df. Последовательность векторов a(1); a(2); : : : ; a(k); : : : сходится к предельному вектору a; если jja(k) ajj ! 0 при k ! +1:

Т. е. сходимость векторов означает покомпонентную сходимость.

Df. Функция y(x) является вектор-функцией скалярного аргу-

0 1 y1(x)

мента, если y(x) = @ : : : A; где y1; : : : ; yn скалярные функции. yn(x)

Вектор-функция скалярного аргумента y(x) непрерывна, дифференцируема, интегрируема, если непрерывны, дифференцируемы,

	 
	b
	 
	ab y1(x)
	 
	 

	 
	Za
	 
	@Ra
	yn(x) A
	 

	интегрируемы все ее компоненты, при этом
	y(x) =
	0 Rb
	: : :
	1
	;

	0
	1
	 
	 
	 
	 
	 







	y0(x) =
	 
	 
	: В частности,
	 
	ab y(x) dx
	 
	 
	a

	 
	@
	A
	 
	Z
	 
	 
	Z
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






jjy(x)jj dx :






Df. Функция y(x) является скалярной функцией векторного аргумента, если x = (x1; : : : xm); т. е. y = y(x1; : : : xm):
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Скалярная функция векторного аргумента y(x) непрерывна, если она непрерывна по совокупности аргументов, и непрерывно дифференцируема, если существуют и непрерывны частные производные

	по всем компонентам x: При этом y0(x) = 
	@y(x)
	@y(x)
	:
	 

	 
	; : : : ;
	 
	 

	@x1
	@xm
	 

	 
	Df. Функция y(x)
	является векторной функцией векторного ар-

	гумента, если y(x) =
	0 y1(x1;:::::: ; xm)
	1:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@yn(x1; : : : ; xm) A
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Следуя ранее введенным определениям, заключаем, что
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	@y1(x)
	 
	@y1(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	d x
	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	@yn(x)
	; : : : ;
	@yn(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	d y
	= 0
	 
	@x1
	; ::::::;
	 
	 
	@xm
	1– матрица Якоби размерности
	n
	 
	m:

	 
	 
	 
	 
	@x1
	 
	 
	@xm
	 

	 
	 
	 
	B
	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



		Если при этом m = n; то det
	d y(x)
	это Якобиан.

		d x

		 
	 



Возвращаясь к обыкновенным дифференциальным уравнениям, заметим, что нормальную систему (3:1) чрезвычайно удобно запи-

	сывать и исследовать
	в векторной форме.
	 
	0:f:1:
	1
	 

	Положим y =
	0:y:1:
	1
	; y0
	=
	0:y:10:
	1
	; f
	=
	; тогда система

	(3:1) примет вид@ yn
	A
	 
	 
	@ yn0
	A
	 
	 
	@ fn
	A
	 



y0 = f(x; y):

Очевидно, что при n = 1 эта запись идентична записи (1:1) классического уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной и являющегося частным случаем нормальной системы.
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f(x; yb) f(x; ye) =

ds (yb ye):



§ 2. ФОРМУЛА КОНЕЧНЫХ ПРИРАЩЕНИЙ И УСЛОВИЯ ЛИПШИЦА

10: Лемма Адамара.

Хорошо известна формула конечных приращений для скалярной непрерывно дифференцируемой функции f скалярного аргумента x 2 [a; b] это формула Лагранжа:

8 x;e xb 2 [a; b]; xe < xb ) 9 u 2 (x;e xb) : f(xb) f(xe) = f0(u)(xb xe):

Выведем аналог формулы Лагранжа для скалярной и векторной функций векторного аргумента.

Пусть x = (x1; : : : ; xl); y = (y1; : : : ; ym); скалярная функция f(x; y) определена и непрерывна вместе со своими частными производными по y1; : : : ; ym в некой области G Rl+m; которая выпукла

	по y; т. е. для любых двух точек (x; y); (x; y)
	G следует, что для

	всякого s 2 [0; 1] точка (x; u(s)) 2 G;eгде u(bs)2=
	1y +s(y y): Тогда

	 
	f(x; y)
	 
	f(x; y) = f(x; u(1))
	 
	f(x; u(0)) =
	Z0
	e
	df(x;bu(se))
	ds:

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	b
	 
	 
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ds

	 
	 
	 
	0
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Но u(s) =
	 
	u1(s)
	 
	; поэтому
	df(x; u(s))
	 
	 
	m
	@f(x; u(s))
	 
	duj(s)
	 

	 
	 
	: : :
	 
	 
	=
	 
	 
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	um(s)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ds
	=1
	 
	 
	@yj
	 
	 
	 
	ds

	 
	du
	 
	s
	=ds
	 
	y
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Xj
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а
	 
	j(
	)
	 
	@=
	j
	 
	A j
	 
	В результате получаем формулу конечных

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	приращений для скалярной функции векторного аргумента

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	e
	 
	 
	m
	1 @f
	x; u s
	(yj
	yj):
	(3:7)

	 
	 
	f(x; y) f(x; y) = j=1
	Z0
	 
	 
	 
	(@yj ( )) ds

	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	e
	 
	X
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Пусть теперь f(x; y) =
	0 f1(x1; : : : ; x: l:;:y1; : : : ; ym)
	1
	;
	тогда фор-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	fn(x1; : : : ; xl; y1; : : : ; ym)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	мула (3:7) справедлива для любой компоненты f
	; : : : ; f :

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	@
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	A
	 
	n



Поэтому для вектор-функции f формула (3:7) имеет вид

Z 1 @f(x; u(s))

0@y

	Здесь, очевидно, Z0
	1
	@f(
	x; u
	s
	))
	 

	 
	 

	 
	(
	 
	ds матрица размерности n m:

	 
	 
	@y
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