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Г Л А В А VII

Теория устойчивости движения

§ 1. ПОНЯТИЕ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ

10: Попытка обобщения теорема об интегральной непрерывности на бесконечном промежутке времени.

В этой главе для нормальной системы (3.1) будем использовать механическую запись (3:1m) и сделаем дополнительное предположение о структуре области G: Будем рассматривать систему

	x = f(t; x);
	(7:1)



где x = (x1; : : : ; xn); f определена, непрерывна и удовлетворяет локальному условию Липшица по x в области G = (c; +1) D; а D – область фазового пространства Rn:

Пусть x = '(t) – решение или, как говорят, движение системы (7.1), определенное на промежутке [t0; +1); где t0 > c:

Зафиксируем начальный момент времени t0 и через x = x(t; x0) будем обозначать решение системы (7.1) с начальными данными (x0 2 D); определенное на максимальном интервале суще-

ствования ( ; ) 3 t0:

Возьмем произвольный момент времени T > t0 и рассмотрим выделенное решение x = '(t) на отрезке [t0; T ]:

По теореме об интегральной непрерывности для всякого достаточно малого > 0 найдется > 0 такое, что для любого x0 : jjx0 '(t0)jj < решение x(t; x0); которое определено на [t0; T ] и x(t; x0) 2 U ; т. е. jjx(t; x0) '(t)jj < ; при 8t 2 [t0; T ]: Здесь левый конец отрезка [a; b] из теоремы выбран совпадающим с t0:

Таким образом, функция x(t; x0) оказалась непрерывной по x0 равномерно относительно t 2 [t0; T ]:

Очевидно, что с увеличением T; т. е. длины промежутка, на котором обязана работать теорема об интегральной непрерывности,может вынужденно уменьшаться, и может так случиться, что при T стремящемся к бесконечности будет стремиться к нулю.
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Свойство устойчивости движения x = '(t) состоит в том, что величина ; наличие которой для любого фиксированного T гарантирует теорема, вообще не зависит от выбора T; а значит, функция x(t; x0) непрерывна по x0 равномерно не только по t; но и по T:

Следует сразу отметить, что речь идет не об устойчивости системы (7.1), а только об устойчивости какого-либо ее решения.

Мы выделяем движение x = '(t); продолжимое по времени до бесконечности, и смотрим, как ведут себя все решения системы (7.1), достаточно близкие к нему в начальный момент времени t0: А именно, продолжимы ли они все на бесконечный промежуток [t0; +1) и, если это так, то остаются ли они близки к '(t) при t ! +1:

20: Основные определения.

Df. Выбранное движение x = '(t) системы (7.1), определенное на промежутке [t0; +1); называется невозмущенным, а остальные движения x = x(t; x0) – возмущенными. При этом jjx0 '(t0)jj называется возмущением.

Df. Невозмущенное движение x = '(t); определенное на промежутке [t0; +1); называется устойчивым по Ляпунову, если

	8 " > 0 9 > 0 такое, что 8 x0 :
	jjx0 '(t0)jj < )

	8 t 2 [t0; +1) верно неравенство
	jjx(t; x0) '(t)jj < ":



Замечание. Устойчивость движения не зависит от выбора начального данного по времени t0: Попробуйте доказать этот факт самостоятельно, используя теорему об интегральной непрерывности.

Df. Невозмущенное движение x = '(t) называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво по Ляпунову и

9 0 > 0 такое, что 8 x0 : jjx0 '(t0)jj < 0 ) jjx(t; x0) '(t)jj ! 0 при t ! +1:

Легко привести пример, когда выполняется второе условие из определения асимптотической устойчивости, но при этом невозмущенное движение не будет устойчивым по Ляпунову.

Df. Областью притяжения асимптотически устойчивого движения x = '(t) называется множество точек x0 = (x01; : : : ; x0n) фазового пространства таких, что если x0 – точка из этого множества, x(t; x0) ! '(t) при t ! +1:
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В частности, непосредственно из определения асимптотической устойчивости движения вытекает, что область его притяжения содержит n -мерный куб с длиной ребра 2 0:

Df. Если область притяжения асимптотически устойчивого движения совпадает со всем фазовым пространством Rn; то это движение называется устойчивым в целом.

Df. Невозмущенное движение x = '(t) называется неустойчивым, если оно не является устойчивым по Ляпунову.

Смысл последнего определения заключается в том, что третьего не дано: любое движение системы (7.1), продолжимое на промежуток [t0; +1); либо устойчиво по Ляпунову (возможно асимптотически), либо неустойчиво.

Через ""; " определение неустойчивости движения x = '(t) записывается следующим образом:

	9 " > 0
	такое, что
	8 > 0 )

	9 x0 : jjx0 '(t0)jj < и
	9 t > t0;
	что jjx(t ; x0) '(t )jj = " :



В заключение еще раз отметим, что устойчивость – это локальное свойство, относящееся к отдельным решениям системы.

30: Алгоритм исследования устойчивости движения.

На практике для начала исследование невозмущенного движения x = '(t) стандартным образом заменяют на исследование тривиального решения. Для этого в системе (7.1) делают сдвигающую замену переменных x = y + '(t); получая систему

	y = g(t; y);
	(7:2)



в которой g(t; y) = f(t; y + '(t)) f(t; '(t)) и которая имеет решение y 0 при t 2 [t0; +1): Тем самым, вектор функция g определена по y в некоторой окрестности начала координат фазового пространства y1; : : : ; yn; а по t – на [t0; +1); там же непрерывна и удовлетворяет локальному условию Липшица по y и g(t; 0) 0:

Очевидно, что при указанной сдвигающей замене свойства устойчивости по Ляпунову, асимптотической устойчивости и неустойчивости для невозмущенного движения x = '(t) системы (7.1) равносильны тем же свойствам тривиального решения системы (7.2).
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А определения для тривиального решения y 0 выглядят значительно проще.

Например, движение y 0 устойчиво по Ляпунову, если

	8 " > 0 9 > 0 такое, что 8 x0 :
	jjx0jj < )

	8 t 2 [t0; +1) верно неравенство
	jjx(t; x0)jj < ":



Следующим шагом является выделение в системе (7.2) линейной части. Для этого достаточно незначительно усилить ограничение на функцию f исходной системы (7.1), потребовав вместо условия Липшица ее непрерывную дифференцируемость по x в области G:

Тогда этим же свойством будет обладать и функция g в некоторой области G0 = (c; +1) D0; где D0 = fy j jjyjj < c0g и c0 достаточно мало. А значит, в g можно выделить линейный член ее разложения в ряд Тейлора и записать систему (7.2) в виде

	 
	 
	 
	 
	 
	y = P (t)y + Y (t; y);
	jj
	jjyjj
	jj
	(7:3)

	где матрица P (t) =
	@y
	y=0; для 8 t 2 [t0; +1)
	! 0

	 
	 
	 
	 
	 
	@g(t; y)
	 
	 
	 
	Y (t; y)
	 
	 

	при
	jj
	y
	jj !
	 
	 
	к нулю отношения – поточечное, и

	 
	 
	0; т. е. стремление



Y (t; 0) 0:

Систему (7.3) обычно называют возмущенной, а линейную систему y = P (t)y – невозмущенной. Возмущение Y (t; y) системы (7.3) при малых y сколь угодно мало по сравнению с линейной частью невозмущенной системы.

Исследовать устойчивость движений невозмущенной системы значительно проще и этому будет посвящен следующий параграф.

А дальше возникает естественный вопрос: когда из устойчивости или неустойчивости тривиального решения линейной системы вытекает устойчивость или не устойчивость тривиального решения возмущенной системы (7.3)? Этот вопрос был поставлен и решен в конце девятнадцатого века А. М. Ляпуновым. Его теорема об устойчивости по первому приближению будет доказана в § 3.

В § 4 будут изложены основы так называемого Второго метода Ляпунова, разработанного им для случаев, когда не работают теоремы об устойчивости или не устойчивости по первому приближению.
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§ 2. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Пусть в линейной однородной системе

	y = P (t)y
	(7:4)



матрица P (t) определена и непрерывна на интервале (c; +1); тогда по теореме о продолжимости решений почти линейных систем все решения системы (7.4) продолжимы на весь интервал (c; +1):

Рассмотрим произвольное невозмущенное решение x = '(t) системы (7.4) и осуществим его сдвиг в тривиальное решение посредством замены y = u + '(t):

Имеем: y = u + '; но '(t) P (t)'(t); поэтому P (t)(u + '(t)) = u + P (t)'(t) или u = P (t)u:

В результате получена та же система (7.4), а значит, любое ее решение при помощи сдвига сводится к тривиальному решению y 0:

Но непосредственно из определения устойчивости вытекает, что сдвиг не может повлиять на устойчивость движения. Следовательно вопрос об устойчивости произвольного невозмущенного движения линейной однородной системы равносилен вопросу об устойчивости ее тривиального решения.

Иными словами все решения системы (7.4) устойчивы, асимптотически устойчивы или неустойчивы одновременно, и сама линейная система устойчива, асимптотически устойчива или неустойчива в зависимости от обладания одним из этих свойств любого и, в частности, тривиального решения.

Теорема (об устойчивости линейных систем). Система (7.4) устойчива по Ляпунову тогда и только тогда, когда у нее существует фундаментальная матрица, ограниченная на промежутке

[t0; +1) (t0 > c):

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть тривиальное решение y 0; рассматриваемое на промежутке [t0; +1); устойчиво по Ляпунову.

Выберем нормированную фундаментальную матрицу 0(t); т. е.0(t0) = E: Тогда любое возмущенное решение системы (7.4) с начальными данными t0; y0 задается формулой y(t; y0) = 0(t)y0:




5













По определению устойчивости для 8 " > 0 найдется > 0 такое, что для 8 y0 : jjy0jj < будет для 8 t 2 [t0; +1) выполняться неравенство jj 0(t)y0jj < ":

Пусть 0 = ('1; : : : ; 'n); y0 = ( =2; 0; : : : ; 0); тогда jj'1 =2jj < " или jj'1jj < 2"= для 8 t t0:

Аналогичные неравенства можно получить для '2; : : : ; 'n: Поэтому jj 0jj = maxi;j=1;n j'i;jj < 2"= ; т. е. ограничена.

Пусть теперь у системы (7.4) существует фундаментальная матрица (t); ограниченная на промежутке [t0; +1):

По теореме о связи между фундаментальными матрицами существует такая постоянная неособая матрица C; что 0(t) = (t)C:

Тогда jj 0(t)jj njj (t)jj jjCjj; а значит, jj 0(t)jj K для 8t t0:

Теперь для 8" > 0 выберем = "=(nK) и для 8 y0 : jjy0jj < оценим решение y(t; y0) = 0(t)y0: Для 8t 2 [t0; +1) имеем: jjy(t; y0)jj njj 0(t)jj jjy0jj nK = ": Следовательно тривиальное решение y(t) 0 системы (7.4) устойчиво по Ляпунову. 

Рассмотрим отдельно линейные однородные системы с постоянными и ! -периодическими коэффициентами, структуры фундаментальных матриц которых известны.

Если в системе (7.4) P (t) является постоянной матрицей A; то ее фундаментальная матрица (t) = eAt (см. (5.11)), а если P (t)

– ! -периодическая матрица, то (t) = Q(t)eRt и матрица Q(t) – также ! -периодическая (см.(5.21)).

Когда эти (t) ограничены, если известно, что любой их элемент 'ij(t) = sij(t)e kt; где sij(t) – это многочлен степени, не превосходящей n 1; с постоянными или периодическими коэффициентами, а k – одно из собственных чисел матриц A или R:

Множество собственных чисел 1; : : : ; n этих матриц удобно разбить на три непересекающихся множества:

М1) Re k < 0 для 8 k = 1; n;

М2) 9k : Re k > 0;

М3) Re k 0 для 8 k = 1; n и 9k0 : Re k0 = 0:

Исследуем устойчивость линейных однородных систем с постоянными или периодическими коэффициентами (их тривиальных решений) для каждого из этих множеств.
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М1) Очевидно, что 'ij(t) ! 0 при t ! +1; поэтому система (7.4) устойчива по Ляпунову. Более того, ее тривиальное решение y 0 является асимптотически устойчивым, так как по лемме об оценке фундаментальной матрицы 9 0 < 0 : jj (t)jj 

Ke 0t ! 0 при t ! +1; а любое возмущенное решение y(t; y0) =(t)( 1(t0)y0):

М2) Из структуры фундаментальной матрицы вытекает, что одним из ее столбцов является решение y(t) = s(t)e t (Re k > 0): Поэтому всегда найдется такая последовательность моментов времени tk ! +1; что jjy(tk)jj ! +1; а значит, фундаментальная матрица неограничена и линейная система неустойчива.

М3) Если Re k0 = 0; то система имеет решение y(t) = s(t)e 0t = s(t)(cos( 0t) + i sin( 0t)): Поэтому, если векторный полином s(t) (возможно с периодическим коэффициентами) имеет ненулевую степень, то y(t) неограничено и линейная система неустойчива. А если в фундаментальной матрице нулевую степень имеют все полиномы s(t); которые стоят множителями при e kt с Re k = 0; то фундаментальная матрица, очевидно, ограничена и линейная система является устойчивой по Ляпунову, но не асимптотически.

§ 3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ПЕРВОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ

Вернемся к возмущенной системе (7.3) y = P (t)y + Y (t; y) и зададимся вопросом: когда возмущение Y (t; y) не сможет повлиять на устойчивость или неустойчивость тривиального решения невозмущенной линейной системы y = P (t)y?

Такая задача была поставлена и решена А. М. Ляпуновым в конце XIX века. Для этого ему пришлось сделать три дополнительных предположения на правую часть системы (7.3). Он потребовал, чтобы: 1) матрица P (t) была постоянной, 2) ее собственные числа принадлежали множествам М1) или М2), отношение jjY (t; y)jj=jjyjj стремилось бы к нулю при y ! 0 не поточечно, а равномерно относительно t из промежутка [t0; +1):
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Теорема (Ляпунова, об устойчивости по первому приближению).

Рассмотрим систему

	 
	 
	 
	y = Ay + Y (t; y);
	 
	(7:5)

	в которой
	Y
	loc
	jjY (t; y)jj=jjyjj
	[t0;1)
	и

	2 C(G0); Y 2 Lipy (G0);
	0

	[t0;1)
	при jjyjj ! 0; где G0 =
	(c; +1) D0;
	t0 >
	c;

	Y (t; 0)
	 
	0

	D0 = fy j jjyjj
	< c0g: Тогда тривиальное решение y 0 систе-

	мы (7.5) асимптотически устойчиво, если Re 1; : : : ; Re n < 0;
	и

	неустойчиво, если 9 k такое, что Re k
	> 0; здесь 1; : : : ; n
	–

	собственные числа матрицы A:
	 
	 
	 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Re 1; : : : ; Re n < 0: Рассмотрим произвольное решение y = y(t) системы (7.5) с на-

чальными данными t0; y0 из области G0 (y(t0) = y0); определенное на максимальном интервале существования ( ; ) 3 t0:

Надо доказать, что если jjy0jj достаточно мала, то решение y(t) продолжимо по времени до +1; сколь угодно близко к нулю при всех t t0 и стремится к нулю при t ! +1:

Но как оценивать сверху по норме решение, которое неизвестно? Ведь в явном виде мы умеем интегрировать только линейные системы с постоянными коэффициентами.

Именно поэтому Ляпунов предложил превратить систему (7.5) в линейную неоднородную путем подстановки решения y(t) только в ее возмущение.

Итак, очевидно, что y(t) удовлетворяет ЛНС y = Ay + Y (t; y(t)): Правда, теперь в неоднородности стоит неизвестная функция y(t); но зато в явном виде можно выписать решение этой системы.

По формуле Коши для 8 t 2 [t0; )

Z t

y(t) = eA(t t0)y0 + eA(t s)Y (s; y(s)) ds:

t0

Тогда при тех же t

Z t

jjy(t)jj njjeA(t t0)jj jjy0jj + njjeA(t s)jj jjY (s; y(s))jj ds: (7:6)

t0

Оценим сверху jjeA(t t0)jj и jjY (t; y(t))jj; входящие в (7.6).
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Поскольку Re k < 0 для 8k = 1; n; найдется такое число > 0;

	max Re 
	 
	<
	:
	 
	 
	 
	 

	что j=1;n
	 
	j
	 
	 
	Тогда по лемме об оценке фундаментальной

	матрицы ЛОС с постоянными коэффициентами найдется K 1

	такое, что jjeA(t t0)jj Ke (t t0) для 8 t 2 [t0; +1):

	Из предположения, что jjY (t; y)jj=jjyjj
	[t0;1)

	0 при jjyjj ! 0; и

	определения равномерной сходимости вытекает, что

	 
	что
	 
	 
	 
	"0
	 

	8 "0 9 0;
	8 t t0 : jjy(t)jj 0 )
	jjY (t; y(t))jj 
	 
	jjy(t)jj:

	nK



Зафиксируем любое число "0 < и выберем произвольное возмущение y0 : jjy0jj < 0=(nK) 0: Тогда в силу непрерывности при t близких к t0 решение y(t) с начальными данными t0; y0 по

	норме будет меньше 0:
	 
	 
	 
	 

	Существуют две возможности:
	 
	 
	 
	 

	1) 9 T > t0 :
	jjy(t)jj < 0 при всех t 2 [t0; T ); а jjy(T )jj = 0;

	2) jjy(t)jj < 0
	для 8t 2 [t0; +1);
	т. е. T = = +1:
	 

	Во всяком случае для 8t 2 [t0; T )
	из неравенства (7.6) имеем:

	 
	t
	nKe (t s) nK jjy(s)jj ds:

	jjy(t)jj nKe (t t0)jjy0jj + Zt0

	 
	 
	 
	"0
	 
	 

	Домножим полученное неравенство на e (t t0); тогда
	 

	jjy(t)jje (t t0) nKjjy0jj + "0
	Zt0t e (s t0)jjy(s)jj ds:

	По лемме Гронуолла jjy(t)jje (t t0) nKjjy0jje"0 (t t0)
	или

	 
	jjy(t)jj nKjjy0jje ( "0)(t t0):
	(7:7)



Допустим, что реализуется первая из возможностей, тогда согласно выбору "0; 0 и неравенству (7.7) приходим к противоречию:

0 = jjy(T )jj 0e ( "0)(T t0) < 0 !!!.

Следовательно неравенство (7.7) выполняется для 8 t t0; а из него вытекает как устойчивость по Ляпунову, так и асимптотическая устойчивость тривиального решения y 0:
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Действительно, для 8 " > 0 выберем = minf 0; "g=(nK): Тогда для 8 y0 : jjy0jj < имеем: jjy0jj < 0=(nK); а значит, для всех t верно неравенство (7.7) и, в частности, jjy(t)jj nKjjy0jj < " для 8 t 2 [t0; +1) в силу выбора "0 и : Кроме того, при том же из неравенства (7.7) вытекает, что jjy(t)jj ! 0 при t ! +1:

Неустойчивость тривиального решения y 0 при наличии хотя бы одного собственного числа матрицы A с положительной вещественной частью будет доказана при помощи построения функции Ляпунова с нужными свойствами в следующем параграфе. 

§ 4. ВТОРОЙ МЕТОД ЛЯПУНОВА

10: Функция Ляпунова

Будем исследовать нормальную систему (7.2) y = g(t; y) размерности n; имеющую тривиальное решение y(t) 0 при t 2 [t0; +1):

	Запишем ее в следующих обозначениях:
	 

	x = f(t; x);
	f 2 C(G); f 2 Lipxloc(G);
	(7:11)

	где G = Ga = f(t; x) j t 2
	 
	t>

	( ; +1); jjxjj < ag; при этом f(t; 0) 0:



Продолжим исследовать устойчивость тривиального невозмущенного движения x(t) 0:

Как уже отмечалось, изменение области Ga путем уменьшения a или увеличения не влияют на его устойчивость. Поэтому при необходимости будем параметры a; указанным образом изменять.

Df. Функцией Ляпунова V называется любая непрерывная функ-

t>

ция V (t; x) : G ! R; если V (t; 0) 0:

Сущность Второго метода Ляпунова исследования устойчивости движения заключается в исследовании поведения функции Ляпунова как функции t после замены в ней переменной x не произвольное решение системы (7.11).

Df. Функция Ляпунова V (t; x) называется знакопостоянной, если 9 ; a такие, что V не меняет знак в области Ga; она положительна, если V (t; x) 0; и отрицательна, если V (t; x) 0:

В частности, V (t; x) 0 как положительна, так и отрицательна.

Df. Функция Ляпунова V (t; x) называется стационарной, если она не зависит от t; т. е. V (t; x) W (x) и W (0) = 0:
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