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Введение

Пособие содержит основные определения, вывод дифференциальных уравнений математической физики, постановки начально-краевых задач и задач Коши, методы их решения для основных типов уравнений в частных производных второго порядка, изучаемых в курсе "Уравнения математической физики."Используются понятия классического и обобщенного решений. Установлены априорные оценки для уравнений параболического типа в классах непрерывных функций – теоремы принципа максимума.

По каждой теме приведены задачи и упражнения для работы на семинарских занятиях и дома. К задачам и упражнениям даны ответы. Для большинства тем приведены задания повышенной сложности для самостоятельной работы студентов.

Предназначено для студентов, обучающихся по специальностям и направлениям: "Математика", "Математика. Компьютерные науки", "Прикладная математика и информатика", "Физика".




3













1.Приведение линейных уравнений второго порядка

кканоническому виду (общий случай)

Замечание. Всюду ниже Ω – ограниченная область пространства Em с кусочно-гладкой границей.

Рассмотрим уравнение

		m
	∂2u
	 
	 

		X
	+ Φ(x, u, ru) = 0,
	 

		aij(x)∂xi∂xj
	(1.1)

		i,j=1

		 
	 
	 



где u = u(x), x = (x1, x2, . . . , xm), x Ω, Ω Em. Если функция Φ(x, u, ru) является линейной функцией относительно аргументов u и ru, то уравнение (1.1) называется линейным. В противном случае уравнение (1.1) – квазилинейное уравнение.

Далее считаем, что функция Φ(x, u, ru) – линейная функция относительно аргументов u и r.

Рассмотрим коэффициенты уравнения (1.1) в точке M0(x01, x02, . . . , x0m). Введем вместо xs, s = 1, m новые независимые переменные ξk, k = 1, m при помощи невырожденного линейного преобразования

ξk = ck1x1 + · · · + ckmxm, k = 1, m.

Производные по старым переменным связаны с производными по новым переменным формулами

	m
	m

	X
	X
	 
	 

	uxi = csiuξs ,
	uxixk = csiclkuξsξl , i, k = 1, m.

	s=1
	s,l=1



Подставив найденные производные в (1.1), получим уравнение

m

X

a0ijuξiξk + Φ(e ξ, u, ru) = 0,

i,j=1

где коэффициенты a0ij выражаются через старые согласно формулам

	 
	m
	 
	 
	 
	 

	aik0 =
	ciscklakl0 , i, k =
	 
	 
	 

	1, m.
	(1.2)

	 
	s,l=1
	 
	 
	 
	 

	 
	X
	 
	 
	 
	 

	Здесь akl0 – коэффициенты akl(x) в точке M0.
	 

	Рассмотрим квадратичную форму
	 
	 
	 
	 

	 
	m
	 
	 
	 
	 

	 
	X
	aik0 pipk.
	 

	 
	Q =
	(1.3)



i,k=1
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Вместо переменных {pi} введем новые переменные {qi} при помощи матрицы, транспонированной по отношению к матрице kcikk, т.е положим

pk = c1kq1 + · · · + cmkqm, k = 1, m.

При этом преобразованная квадратичная форма (1.3) будет иметь как раз коэффициенты a0ik, определяемые формулой (1.2), т.е.

	m
	m



XX

	 
	aik0 pipk = aik0 qiqk.

	i,k=1
	i,k=1



Известно, что выбором соответствующего линейного преобразования p = Bq можно привести квадратичную форму (1.3) к каноническому виду

m

X

Q = λiqi2, где λi {−1, 0, 1}.

i=1

Тогда уравнение (1.1) заменой ξ = BT x приводится к каноническому виду

X

m ∂2u

i=1 λi ∂ξi2 + Φ(e ξ, u, ru) = 0.

Назовем уравнение (1.1) в точке M0 уравнением эллиптического типа, если все m коэффициентов λi одного знака; гиперболического типа, если m − 1 коэффициент λi имеeт одинаковый знак, а один коэффициент противоположен им по знаку; ультрагиперболического типа, если среди λi имеется l коэффициентов одного знака и m − l противоположного знака (l, m − l > 1); параболического, если только один из коэффициентов λi равен нулю, а остальные имеют одинаковый знак.

Заметим, что если aij = const, i, j = 1, m, то тип уравнения сохраняется во всей области.

Пример 1.1. Приведя к каноническому виду уравнение uxy + uxz + uyz + uz = 0, определить тип. Выписать замену переменных, приводящую уравнение к каноническому виду.

Решение. Поставим в соответствие уравнению квадратичную форму

Q = p1p2 + p1p3 + p2p3.

Приведем квадратичную форму к каноническому виду, например, методом выделения полного квадрата. Сделаем замену

p1 = l1 + l2, p2 = l1 − l2, p3 = l3.
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Тогда квадратичная форма преобразуется к виду

Q = l12 − l22 + 2l1l3 = (l1 + l3)2 − l22 − l32 = q12 − q22 − q32,

где q1 = l1 + l3, q2 = l2, q3 = l3.

Выразим старые переменные через новые

	p = Bq, где B = 
	1
	−1
	−1
	.

	 
	 
	 
	 
	1
	1
	−1
	 

	 
	 
	 
	0
	0
	1



Тогда замена переменных, приводящая исходное уравнение к каноническому виду, будет такова: ξ = BT x, где x = (x, y, z), то есть

ξ1 = x + y, ξ2 = x − y, ξ3 = −x − y + z.

Канонический вид: uξ1ξ1 − uξ2ξ2 − uξ3ξ3 + uξ3 = 0. Тип уравнения гиперболический.

Задачи и упражнения

Привести к каноническому виду уравнения

1.1.uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0.

1.2.4uxx − 4uxy − 2uyz + uy + uz = 0.

1.3.uxy − uxz + ux + uy − uz = 0.

1.4.uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 2uzz = 0.

1.5.uxx + 2uxy − 4uxz − 6uyz − uzz = 0.

1.6.uxx + 2uxy + 2uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 3utt = 0.

1.7.uxy − uxt + uzz − 2uzt + 2utt = 0.

1.8.uxy + uxz + uxt + uzt = 0.

1.9.uxx + 2uxy − 2uxz − 4uyz + 2uyt + uzz = 0.

1.10.uxx + 2uxz − 2uxt + uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 2utt = 0.

1.11.uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz = 0.

1.12.uxx − 4uxy + 2uxz + 4uyy + uzz + 3ux = 0.

1.13.uxy + uxz + uyz − ux + uy = 0.

1.14.3uyy − 2uxy − 2uyz + 4u = 0.

1.15.uxx + 4uyy + uzz + 4uxy + 2uxz + 4uyz + 2u = 0.

1.16.uxx + 4uyy + 9uzz + 4uxy + 6uxz + 12uyz − 2ux − 4uy = 0.

1.17.uxx + 4uyy − 3uzz + 4uxy + 2uxz + 2uyz = 0.

1.18.uxx − 3uyy + uzz + 2uxy + 4uxz − 4uyz = 0.
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1.19.uxx − 3uzz − 2uxy + 2uxz − 6uyz = 0.

1.20.uxy + uxz + uxt + uyz + uyt + 2uzt = 0.

2.Приведение линейных уравнений второго порядка

кканоническому виду (случай двух переменных)

В области Ω E2 рассмотрим квазилинейное уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными

	a(x, y)
	∂2u
	+ 2b(x, y)
	∂2u
	+ c(x, y)
	∂2u
	+ Φ x, y, u,
	∂u
	,
	∂u
	= 0,

	∂x2
	∂x∂y
	∂y2
	∂x
	 
	∂y



где a(x, y) C(Ω) 1 , b(x, y) C(Ω), c(x, y) C(Ω), u(x, y) C2(Ω). Уравнение принадлежит:

1)гиперболическому типу, если b2 − ac > 0,

2)параболическому типу, если b2 − ac = 0,

3)эллиптическому типу, если b2 − ac < 0.

Уравнение

a(dy)2 − 2b dx dy + c(dx)2 = 0

называется уравнением характеристик, а его первые интегралы

ϕ1(x, y) = c1, ϕ2(x, y) = c2

характеристическими кривыми или просто характеристиками исходного уравнения. В случае гиперболического уравнения имеем два семейства действительных характеристик. В случае параболического уравнения только одно семейство действительных характеристик и, соответственно, одно решение (ϕ1(x, y) = c1). В случае эллиптического уравнения действительных характеристик нет, характеристическое уравнение имеет комплекснозначное решение (ψ1(x, y) + iψ2(x, y) = c1). Можно найти такое решение уравнения, чтобы функции ϕ1(x, y), ϕ2(x, y) были дважды непрерывно дифференцируемыми [1].

Заменой переменных

ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y)

уравнение гиперболического типа приводится к каноническому виду2

	 
	 
	 
	 
	∂2u
	 
	 
	∂u ∂u
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	+ Φ1 ξ, η, u,
	 
	 
	,
	 
	= 0.
	( )

	 
	 
	 
	 
	∂ξ∂η
	∂ξ
	∂η

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1C(Ω) = {f(x)|f(x) - непрерывная функция на Ω}.
	 
	α
	 
	 
	 
	 
	 

	k
	 
	α
	 
	 
	 
	 
	α
	 
	∂|
	|f(x1,x2,...,xm)
	 
	 

	C
	(Ω) = {f(x)|D
	 
	f(x) C(Ω) α, |α| ≤ k}. D
	 
	f(x) =
	 
	, α = (α1
	, α2, ..., αm) – мульти-

	 
	 
	∂x1α1 ∂x2α2 ...∂xmαm



индекс (целочисленный вектор), |α| = α1 + α2 + ... + αm.

2Вид (*) гиперболического уравнения также называют каноническим.
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Применив еще одну замену переменных ξ = α + β, η = α − β, получим другой канонический вид гиперболического уравнения:

	∂2u ∂2u
	 
	α, β, u,
	∂u
	 
	∂u
	= 0.

	 
	−
	 
	+ Φ2
	 
	,
	 

	∂α2
	∂β2
	∂α
	∂β



Заменой переменных

ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y),

где ϕ2(x, y) произвольная функция, такая, что якобиан преобразования

∂(ξ,η) 6

∂(x,y) = 0, уравнение параболического типа приводится к каноническому

	виду
	+ Φ ξ, η, u,
	 
	 
	 
	= 0.

	∂2u
	∂u ∂u

	 
	 
	 
	,
	 

	 
	∂ξ2
	∂ξ
	∂η

	Заменой переменных
	 
	 
	 
	 
	 



ξ = ψ1(x, y), η = ψ2(x, y)

уравнение эллиптического типа приводится к каноническому виду

	∂2u ∂2u
	+ Φ ξ, η, u,
	∂u
	 
	∂u
	= 0.

	 
	+
	 
	 
	,
	 
	 

	∂ξ2
	∂η2
	∂ξ
	 
	∂η



Пример 2.1. Уравнение

3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0

привести к каноническому виду и найти его общее решение.

Решение. Составим характеристическое уравнение

3(dy)2 + 4dxdy + (dx)2 = 0.

Решая обыкновенные дифференциальные уравнения y0 = −13 и y0 = −1, получим x + 3y = c1 и x + y = c2. Перейдем к новым переменным

ξ = x + 3y, η = x + y.

Находим ux = uη + uξ, uy = uη + 3uξ, uxx = uηη + 2uξη + uξξ, uxy = uηη +

4uξη + 3uξξ, uyy = uηη + 6uξη + 9uξξ. В новых переменных уравнение примет вид

1

uξη + 2uη = 0.
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ξ

Введем новую функцию v = ue2 , тогда относительно новой функции получим уравнение

vξη = 0.

Его решение v(ξ, η) = f(η) + g(ξ), или

u(ξ, η) = f(η)e−2ξ + ge(ξ),

где ge(ξ) = g(ξ)e−2ξ . Возвращаясь к переменным (x, y), получаем

	u
	x, y
	) =
	f
	x
	+
	y
	e−x+32 y
	g
	x
	+ 3
	y
	.

	(
	 
	(
	 
	)
	 
	+ e(
	 
	)
	 



Пример 2.2. Найти решение уравнения

3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,

удовлетворяющее условиям

u|y=0 = 0, uy|y=0 = 1.

Решение. Чтобы найти решение задачи Коши, запишем общее решение данного уравнения, полученное в предыдущем примере: u(x, y) =

	f(x + y)e−x+32 y + g(x + 3y)
	. Подставляя заданные условия в общее реше-

	ние, получим:
	e
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f(x)e−x2 + g(x) = 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f0(x)e−x2 − 23 f(x)e−x2 + 3g0(x) = 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	получим, что
	 
	 
	 
	 

	Дифференцируя первое уравнение системы, e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f0(x)e−x2
	 
	 
	1 f(x)e−x2 + g0(x) = 0,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f
	0(x)e− 2
	 
	2 f(x)e−
	2 + 3g0(x) = 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	−32
	 
	 
	x
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Умножим первое уравнение последней
	системы на 3 и вычтем результат

	 
	 
	e
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	умножения из второго уравнения. Получим уравнение
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−2f0(x)e−x2 = 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Общее
	решение последнего уравнения имеет вид f(x) =
	−
	e
	x
	+ C. Тогда

	2

	 
	e−
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	g(x) = 1
	2
	Подставляя эти функции в найденное общее решение, по-

	e
	 
	− .
	x+y
	x+3y
	+ Ce−
	x+3y
	+ 1
	−
	Ce−
	x+3y
	= 1
	−
	e−y.
	 
	 

	лучим u(x, y) = e 2 e−
	2
	2
	 
	2
	 
	 
	 



Задачи и упражнения




9









2.1. Доказать, что уравнение с постоянными коэффициентами

uxy + aux + buy + cu = 0

заменой u(x, y) = v(x, y)e−bx−ay приводится к виду vxy + (c − ab)v = 0. 2.2. Доказать, что общее решение уравнения uxy = F (x, y), где F C(|x − x0| < a, |y − y0| < b), имеет вид

	x
	y
	 

	u(x, y) = f(x) + g(y) + Z Z
	F (ξ, η)dηdξ,

	x0
	y0
	 



где f и g – произвольные функции класса C2.

2.3. Доказать, что общее решение уравнения uxy + A(x, y)ux = 0, где

A(x, y) C1(|x − x0| < a, |y − y0| < b), имеет вид

x y 

ZZ

	u(x, y) = f(y) +
	g(ξ)exp −
	 
	A(ξ, η)dη dξ,

	x0
	 
	y0
	 



где f и g – произвольные функции классов C2, C1 соответственно.

Определить тип уравнений и привести их к каноническому ви-

ду

2.4.xuxx − uyy + 12 ux = 0.

2.5.xuxy − yuyy − uy = 0.

2.6.x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0.

2.7.x2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0.

2.8.yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy = 0.

2.9.y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0.

2.10.uxx − (1 + y2)2uyy − 2y(1 + y2)uy = 0.

2.11.tg2xuxx − 2ytgxuxy + y2uyy + tg3xux = 0.

2.12.4y2uxx − e2xuyy = 0.

2.13.y2uxx + x2uyy = 0.

2.14.y2uxx − x2uyy = 0.

Найти решения задачи Коши

	2.15.
	3uxx −
	4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,
	u|y=0 = 0,
	uy|y=0 = 1.

	2.16.
	2uxx −
	5uxy + 3uyy = 0,
	u|x=0 = 0,
	ux|x=0 = y.
	 

	2.17. uxx + 2uxy − 3uyy = 0,
	u|y=0 = 3x2,
	uy|y=0 = 0.

	2.18. uxx − 6uxy + 5uyy = 0,
	u|y=x = sin x, uy|y=x = cos x.
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