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1 Различные уравнения прямой

Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат O~e1~e2. Â ýòîé системе известны координаты некоторой точки M0(x0; y0) прямой d è íà-

	правляющего вектора p~(p1; p2).
	 
	d
	 
	¡¡¡0!k
	 

	Точка M
	(
	 
	;
	 
	)
	 
	 
	 
	p~,

	 
	x
	 
	y
	 
	принадлежит прямой
	 
	тогда и только тогда, когда M M

	т. е. когда существует такое вещественное число t, ÷òî
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¡¡¡0!
	=
	 
	(1)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	M M
	 
	 
	t~p:



	Это уравнение прямой в векторной форме.
	 

	Уравнение (1) можно переписать в координатной форме
	 

	x = x0 + p1t;
	 

	½ y = y0 + p2t:
	(2)



Эти равенства называются параметрическими уравнениями прямой, а t

	ее параметром.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Записывая условие коллинеарности двух векторов в координатах, полу-

	чим каноническое уравнение
	¯
	y
	¡ y0
	p2
	¯ = 0
	(3)

	 

	 
	¯
	 
	¡
	 
	 
	 
	¯
	 
	 

	 
	¯
	x
	x0
	p1
	¯
	 
	 

	èëè
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 

	 
	x ¡ x0
	=
	y ¡ y0
	:
	(4)

	 
	 
	p1
	 
	 
	p2
	 



Если известны координаты двух точек M1(x1; y1) è M2(x2; y2) прямой d, то, используя уравнение (4), получим уравнение прямой по двум точкам

	x ¡ x1
	=
	y ¡ y1
	:
	(5)

	x2 ¡ x1
	 

	 
	y2 ¡ y1
	 



Пусть дана прямая d, пересекающая ось ординат. Если p~(p1; p2) направляющий вектор прямой d, òî p~ 6~ek2, поэтому p1 =6 0.

Определение. Число, равное отношению второй координаты направляющего вектора к первой, называется угловым коэффициентом прямой.

Уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид

	y ¡ y0 = k(x ¡ x0):
	(6)







заданы уравнениями



Уравнение любой прямой является уравнением первой степени, т. е. может быть записано в виде

Ax + By + C = 0;

где числа A è B одновременно не равны нулю. Это общее уравнение прямой. Пусть прямые d1 è d2





d1 : A1x + B1y + C1 = 0;

d2 : A2x + B2y + C2 = 0:




(7)

(8)






1)Прямые d1 è d2 пересекаются тогда и только тогда, когда коэффициенты при x è y в уравнениях (7) и (8) не пропорциональны.

2)Прямые d1 è d2 совпадают тогда и только тогда, когда все коэффициенты при x è y в уравнениях (7) и (8) пропорциональны, т. е. существует

такое число ¸, ÷òî

A2 = ¸A1; B2 = ¸B1; C2 = ¸C1:

3) Прямые d1 è d2 параллельны тогда и только тогда, когда коэффициенты при x è y в уравнениях (7) и (8) пропорциональны, но свободные члены

им не пропорциональны, т. е. существует такое число ¸, ÷òî

A2 = ¸A1; B2 = ¸B1; C2 =6 ¸C1:

Решение типовых задач

Пример 1.1. Составить уравнение прямой d, проходящей через точку A(3; 5) и параллельной прямой l : 7x ¡ 4y + 13 = 0.

Решение: ~a(4; 7) направляющий вектор прямой l. Òàê êàê dkl, òî ~akd. Таким образом, прямая d задана точкой A(3; 5) и направляющим вектором ~a(4; 7), следовательно, ее уравнение имеет вид

7(x ¡ 3) ¡ 4(y ¡ 5) = 0;

7x ¡ 4y ¡ 1 = 0:

	Пример 1.2. Найти координаты точки пересечения прямых, заданных

	уравнениями
	d1 : 2x ¡ 3y ¡ 4 = 0;

	 

	 
	d2 : x + 2y + 5 = 0:














	Решение. Для нахождения координат точки пересечения прямых следует

	решить систему уравнений относительно x è y. Òàê êàê

	=
	¯
	A2
	B2
	¯
	=
	¯
	1
	¡2
	 
	¯
	= 7 6= 0;

	 
	¯
	A1
	B1
	¯
	 
	 
	¯
	2
	 
	3
	 
	¯
	 
	 
	 

	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 

	то система имеет единственное¯
	решение¯ ¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 

	 
	 
	x =
	 
	x
	;
	 
	y =
	 
	 
	y
	;
	 
	 
	 

	ãäå
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	¯
	¡C2
	 
	 
	 
	¯ =
	¯
	 
	 
	 
	¡2
	¯ = ¡7;

	x =
	B2
	¡
	5

	 
	¯
	¡
	B1
	¯
	 
	¯
	4
	 
	 
	 
	3
	¯
	 

	 
	¯
	C1
	¯
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 

	y =
	A1
	C1
	=
	2
	 
	 
	 
	4
	 
	14:

	¯
	A2
	¡C2
	¯
	¯
	1
	 
	 
	 
	5
	¯
	=¯

	 
	¯
	¯
	 
	¯
	¡
	 
	¡

	 
	¯
	 
	¡
	 
	 
	¯
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 
	 

	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 

	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 



Точка (¡1; ¡2) является точкой пересечения данных прямых.

Пример 1.3. Даны вершины A(3; ¡1) è B(1; 4) треугольника ABC è òî÷- êà M(0; 2) пересечения его медиан. Найти координаты третьей вершины C треугольника и составить уравнение стороны AC.

Решение:

Найдем координаты точки K пересечения прямых BM è AC, используя

свойство точки пересечения медиан треугольника. Пусть (BM; K) = ¸. Тогда

	j¸j = KM
	= 1 = 3;
	)
	) ¸ = ¡3:

	 
	BK
	3
	 
	 
	 

	K 2= [BM]
	) ¸ < 0;
	 
	 



Применим теперь формулы деления отрезка в данном отношении

	xK = xB ¡ 3xM ; yK = yB ¡ 3yM :

	1 ¡ 3
	1 ¡ 3













	Подставляя координаты точек B è M, получим координаты K
	µ¡2
	; 1¶.

	 
	1
	 

	Точка K является серединой отрезка AC, следовательно,
	 
	 
	 

	xC = 2xK ¡ xA; yC = 2yK ¡ yA:
	 
	 
	 



Таким образом, точка C имеет координаты (¡4; 3).

Запишем уравнение прямой AC, проходящей через две известные точки

	A è C:
	x ¡ 3
	 
	y + 1
	 

	 
	=
	;

	 
	¡4 ¡ 3
	 

	 
	3 + 1
	 



4(x ¡ 3) = ¡7(y + 1); 4x + 7y ¡ 5 = 0:

Ответ: C(¡4; 3), AC : 4x + 7y ¡ 5 = 0.

Задачи для самостоятельной работы 1

1.1.Установить, лежат ли точки (2; 1), (¡1; 4), (¡7; 10) на одной пря-

ìîé.

1.2.Составить параметрические уравнения прямой, проходящей через а)точку P (¡2; 3) параллельно вектору p~(5; ¡1);





б)две точки M1(0; ¡2) è M2(3; ¡4).

1.3. Найти угловой коэффициент прямой 2x + y + 5 = 0.

1.4. Написать уравнение прямой, проходящей через:

а) точки A(¡1; 1) è B(2; 5);

б) начало координат и точку A(2; 5);

в) точку A(2; ¡6) и параллельной вектору p~(1; ¡1); г) точку A(3; 5) и параллельной оси Ox;

д) точку A(1; ¡1) и параллельной прямой x ¡ 3y + 1 = 8.

1.5. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку

	параллельной прямой: а) x
	¡
	2y + 5 = 0; á)
	x ¡ 1
	=
	y + 2
	 
	x

	2
	 
	; â)

	ã) x = 3 + t; y = 4 ¡ 7t.
	 
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 






A(¡3; 4) è = 2;






1.6. Дан треугольник ABC координатами своих вершин A(¡1; 3), B(0; 4), C(¡2; ¡2). Написать уравнение медианы этого треугольника, проведенной из вершины A.









1.7.При каких значениях m è n две прямые mx+8y+n = 0 è 2x+4y¡1 = 0 параллельны?

1.8.Составить уравнения прямых, проходящих через точку A(¡1; 5) и равноудаленных от двух точек B(3; 7) è C(1; ¡1).

1.9.Даны последовательные вершины A(¡3; 1), B(3; 9), C(7; 6), D(¡2; ¡6)

выпуклого четырехугольника ABCD. Определить точку пересечения его диагоналей.

1.10. Даны две смежные вершины A(¡3; ¡1) è B(2; 2) параллелограмма

ABCD и точка Q(3; 0) пересечения его диагоналей. Составить уравнения сторон этого параллелограмма.

1.11. Даны стороны четырехугольника

	(AB) : x ¡ 4y + 3 = 0;
	(BC) : 2x + y ¡ 12 = 0;

	(CD) : x ¡ y + 6 = 0;
	(AD) : x + 2y ¡ 3 = 0:



Составить уравнения его диагоналей.

1.12. Составить уравнения сторон треугольника ABC, если даны одна из его вершин A(1; 3) и уравнения двух медиан x ¡ 2y + 1 = 0 è y ¡ 1 = 0.

Контрольное задание 1

1.13. Даны уравнения двух сторон параллелограмма 8x + 3y + 1 = 0,

2x + y ¡ 1 = 0 и уравнение одной из его диагоналей 3x + 2y + 3 = 0. Определить координаты вершин этого параллелограмма.

1.14. Составить уравнения сторон и медиан треугольника с вершинами

A(3; 2), B(5; ¡2), C(1; 0).

1.15.Даны смежные вершины A(1; ¡2) è B(3; 2) параллелограмма ABCD

èточка P (1; 1) пересечения его диагоналей. Составить уравнения сторон параллелограмма.

1.16.Даны середины сторон треугольника M(2; ¡1), N(¡3; ¡3) è P (¡1; 0). Составить уравнения его сторон.

1.17.Составить уравнение прямой, проходящей через точку P (3; 5) на одинаковых расстояниях от точек A(¡7; 3) è B(11; ¡15).

1.18.Точка A(1; 1) является вершиной треугольника, а две его медианы

лежат на прямых x + y = 3 è 2x + 3y = 1. Составить уравнения сторон треугольника.











2Прямая в прямоугольной декартовой системе координат

Если прямая d задана уравнением Ax + By + C = 0, то вектор ~n(A; B) перпендикулярен прямой d.

Уравнение прямой d, проходящей через точку M0(x0; y0) перпендикулярно вектору ~n(A; B), имеет вид

A(x ¡ x0) + B(y ¡ y0) = 0:

Условие ортогональности двух прямых, заданных уравнениями

d1 : A1x + B1y + C1 = 0; d2 : A2x + B2y + C2 = 0;





	имеет вид
	d1?d2
	, A1A2 + B1B2 = 0:

	 



~~

В прямоугольной системе координат Oij расстояние от точки до прямой d : Ax + By + C = 0 вычисляется по формуле

½(M0; d) = jAxp0 + By0 + Cj:

A2 + B2




M0(x0; y0)

(9)






	Пусть прямые заданы в системе
	 
	~~ уравнениями с угловыми коэффи-

	циентами
	 
	Oij
	 

	d1 : y = k1x + b1; d2 : y = k2x + b2:
	 

	 
	 

	Условие ортогональности прямых запишется теперь так:
	 

	 
	d1?d2 , 1 + k1k2 = 0:
	 

	Если же прямые не перпендикулярны, то
	 

	 
	tg '1;2 =
	k2 ¡ k1
	:
	(10)

	 
	 
	 
	1 + k1k2
	 



Из формулы (10) следует условие параллельности прямых, заданных уравнениями с угловыми коэффициентами




d1kd2 , k1 = k2:











точкой

âèäå


Решение типовых задач

Пример 2.1. Составить уравнение прямой d, проходящей через точку M0(5; ¡3) и перпендикулярной прямой l : 4x ¡ y + 8 = 0.

Решение. Вектор ~n(4; ¡1) перпендикулярен прямой l, поэтому является направляющим вектором прямой d. Таким образом, прямая d определяется точкой M0(5; ¡3) и направляющим вектором ~n(4; ¡1), т. е. имеет уравнение

	x ¡ 5
	=
	y + 3
	èëè ¡
	(x
	¡
	5)
	¡
	4(y + 3) = 0;

	4
	 

	1
	 
	 
	 

	 
	¡
	 
	 
	 
	 
	 
	 



d : x + 4y + 7 = 0:

Пример 2.2. Даны вершины треугольника A(1; ¡1); B(¡2; 1) è C(3; 5). Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из вершины A на медиану, проведенную из вершины B.

Решение.

¡¡!

Пусть M середина AC, тогда M(2; 2). Òàê êàê AH ? BM, òî BM(4; 1)

вектор нормали прямой AH. Таким образом, искомая прямая задается

¡¡!

A и вектором нормали BM, значит, ее уравнение будем искать в

A(x ¡ x0) + B(y ¡ y0) = 0;

4(x ¡ 1) + (y + 1) = 0; 4x + y ¡ 3 = 0:

Ответ: 4x + y ¡ 3 = 0.

Пример 2.3. Составить уравнения сторон треугольника, если даны одна из его вершин B(¡4; ¡5) и уравнения двух высот 5x + 3y ¡ 4 = 0 è

3x + 8y + 13 = 0.

Решение. 1) Выясним, проходят ли данные прямые через точку B:

5 ¢ (¡4) + 3 ¢ (¡5) ¡ 4 =6 0; 3 ¢ (¡4) + 8 ¢ (¡5) + 13 =6 0;






значит, даны уравнения высот, проходящих через точки A è C. Пусть

AH : 5x + 3y ¡ 4 = 0; CK : 3x + 8y + 13 = 0:

2) Прямая BC перпендикулярна прямой AH, поэтому ее уравнение может быть записано в виде:

BC : 3x ¡ 5y + C = 0:

Точка B принадлежит прямой BC, следовательно, ее координаты удовлетворяют уравнению:

3 ¢ (¡4) ¡ 5 ¢ (¡5) + C = 0 ) C = ¡13:

Уравнение прямой BC имеет вид 3x ¡ 5y ¡ 13 = 0: 2) Аналогично,

AB ? CK ) AB : 8x ¡ 3y + C = 0:

B 2 AB ) 8 ¢ (¡4) ¡ 3 ¢ (¡5) + C = 0 ) C = 17:

Уравнение прямой AB имеет вид 8x ¡ 3y + 17 = 0.

3) Для того чтобы записать уравнение третьей стороны AC, найдем координаты точек A è C.

Точка A является точкой пересечения прямых AB è AH, значит, ее координаты удовлетворяют системе

½8x ¡ 3y + 17 = 0; 5x + 3y ¡ 4 = 0:

	Решим систему по правилу Крамера:
	¯
	= ¡39;
	y =
	¯
	5
	¡
	4
	¯
	= 117:

	=
	¯
	5
	¡3
	¯
	= 39;
	x =
	¯
	¡
	4
	¡3

	 
	¯
	8
	3
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 
	17
	3
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	8
	 
	17
	¯
	 

	 
	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 

	 
	¯
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯x
	 
	 
	 
	¯
	 
	y
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	¯
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x =
	 
	 
	= ¡1; y =
	 
	= 3;
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