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ВВЕДЕНИЕ

Раздел «Определенный интеграл» традиционно включается в рабочие программы дисциплин «Математика», «Высшая математика», «Математиче-

ский анализ». Значение определенного интеграла неоспоримо не только в тео-

рии, но и в практике. Этот факт объясняется широчайшим диапазоном сфер че-

ловеческой деятельности, в которых применяется определенный интеграл: гео-

метрия, экономика, прикладная механика, физике и др.

Интегрирование как метод вычисления площадей и объемов зародился в трудах древнегреческих математиков. Основные понятия и теории интеграль-

ного вычисления были оформлены в 17 веке в работах И. Кеплера, Г. Лейбница,

И. Ньютона. Развитие интегрального исчисление осуществлялось в трудах И.

Бернулли и Л. Эйлера. Термин «определенный интеграл» впервые в 18 веке

b

применил П. Лаплас, а символ f (x)dx уже в 19 веке предложил Ж. Фурье.

a

В предлагаемом учебно-методическом пособии представлен лекционный материал, содержащий сведения о понятии, свойствах, основных приложениях определенного интеграла и о несобственных интегралах, сопровождающийся большим количеством примеров, рисунков. Кроме того, приведены задания для практических занятий. Пособие может использоваться как для аудиторных за-

нятий, так и для самостоятельной работы обучающихся, для подготовки к те-

кущим или промежуточным контрольным мероприятиям.
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§1. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла

Краткие теоретические сведения

1. Задача о работе переменной силы

Допустим, что под действием силы F некоторое материальное тело дви-

жется по прямой Ох, причем направление силы совпадает с направлением дви-

жения, величина силы F зависит от положения тела на Ох.

Сила F меняет свое значение на пути от точки a до точки b, то есть F –

функция абсциссы точки, в которой находится тело в некоторый момент:

	F=F(х). Будем
	предполагать, что F(х) – функция непрерывная.

	Отрезок
	[a,
	b] разобъем произвольным образом на n частей:

	a x0 x1 x2 ... xk
	... xn 1 xn b .



Возьмем произвольно в каждом из сегментов [x0 ,x1],...,[xk 1,xk ],...,[xn 1,xn ] по

точке 1, 2 ,..., k ,..., n , тогда получим значения силы F, соответствующие этим точкам: F( 1),F( 2 ),...,F( k ),...,F( n ). Если частичный сегмент [xk 1,xk ] будет мало отличаться от ее значения в произвольной точке сегмента. При условии допу-

щения, что F(х) сохраняет постоянное значение на [xk 1,xk ], равное F( k ), будем

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n

	иметь работу этой силы F( k ) (xk xk 1) F( k ) xk . Тогда
	Аn F( k ) xk – ра-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 1

	бота силы на [a, b] при указанном выше допущении.
	 
	 
	 

	Будем неограниченно увеличивать число n делений [a, b] так, чтобы дли-

	на xk каждого частичного сегмента стремилась к нулю.
	 

	Может произойти, что работа Аn
	будет стремиться при этом к определен-

	ному пределу, который обозначим А:
	 
	 
	 
	 
	n
	 

	А lim Аn
	lim
	F( k ) xk . Число А бу-

	 
	x
	0
	x
	0
	k 1
	 

	 
	k
	 
	k
	 
	 



дем называть работой переменной силы F на [a, b]. 2. Задача о площади криволинейной трапеции
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xk xk xk 1


Пусть aАВb – криволинейная трапеция, то есть фигура, ограниченная ду-

гой АВ кривой y=f(x) (f(x) – непрерывная и неотрицательная на [a, b]), осью

	абсцисс, прямыми х=a, х=b.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Разобъем
	[a,
	b]
	произвольным
	образом
	на
	n
	частей:

	a x0 x1 x2 ... xk ... xn 1
	xn b . Из точек
	xk (k 
	 
	) восстановим перпенди-

	1,n



куляры к Ох до пересечения их с дугой АВ кривой y=f(x), затем в каждом из

полученных частичных сегментов [xk 1,xk ] возьмем произвольно k и из нее

также восстановим перпендикуляр к Ох до встречи с дугой АВ. Через точку пе-

ресечения данного перпендикуляра с АВ проведем прямую, параллельную Ох,

до пересечения с прямыми х xk 1,х xk . Такое построение проведем на каждом из частичных сегментов. В результате будем иметь ступенчатую фигуру, со-

ставленную из n прямоугольников. Основания прямоугольников

	(k 1,n), а высоты
	– f ( 1), f
	( 2 ),..., f ( k ),..., f ( n ). Площадь каждого из прямо-

	угольников равна
	f ( k ) xk
	(k 
	 
	), площадь Sn ступенчатой фигуры:

	1,n

	n
	 
	 
	 
	 

	Sn f ( k ) xk .
	 
	 
	 
	 

	k 1
	 
	 
	 
	 



Таких ступенчатых фигур можно построить на [a, b] бесконечное множе-

ство в силу произвольного разбиения [a, b] на частичные сегменты и произ-

вольного выбора точек k (k 1,n) в этих сегментах.

Будем теперь неограниченно увеличивать число делений сегмента, при-

чем так, чтобы длина xk xk 1 (k 1,n) каждого частичного сегмента xk стреми-

лась к нулю.

Если при неограниченном возрастании n числа частичных сегментов, та-

ком, что xk стремится к нулю, Sn стремится к некоторому пределу S, который

не зависит от вида системы разбиений и от выбора точек k в соответствующих частичных сегментах, то этот предел будем называть площадью криволинейной

	трапеции aАВb: S lim Sn
	 
	 
	n

	lim
	f ( k ) xk .

	x
	0
	x
	0
	k 1

	k
	 
	k
	 

	 
	 
	 
	 
	5








Если отвлечься от конкретного содержания двух рассмотренных выше задач из областей геометрии и механики и обратить внимание только на после-

довательность действий при решении этих задач, то получим, что решении этих задач, то получим, что решение суммы одного и того же вида.

К вычислению пределов подобного вида приводит решение многих задач математики и смежных с ней областей знания. Отсюда возникает необходи-

мость изучения подобных сумм в общем виде и нахождения приемов вычисле-

ния этих сумм.
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§2. Понятие определенного интеграла

Краткие теоретические сведения

Пусть дан отрезок (сегмент) [a, b] и на нем задана функция y=f(x). Произ-

ведем разбиение [a, b] на n частичных сегментов произвольно выбранными нем

	точками: a x0 x1 x2 ... xk
	... xn 1
	xn b .
	 
	 
	 
	 

	Произвольно
	выберем
	на каждом из частичных
	сегментов
	точки

	1, 2 ,..., k ,..., n соответственно. Составим произведения длин xk
	(k 
	 
	) ча-

	1,n

	стичных
	сегментов
	на
	соответствующие
	значения
	 
	f(x):

	f ( 1) x1, f ( 2 ) x2,..., f ( k ) xk ,..., f ( n ) xn
	и сложим эти произведения. В результате

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 

	получим
	сумму
	f ( 1) x1 f ( 2 ) x2 ... f ( k ) xk ... f ( n ) xn
	f ( k ) xk .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 1
	 
	 

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Сумму f ( k ) xk
	называют интегральной суммой для y=f(x) [a, b].
	 
	 

	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Для y=f(x), х [a, b], можно составить множество интегральных сумм в

зависимости от способа разбиения [a, b] на частичные сегменты и выбора точки

k (k 1,n) на этих сегментах.

Будем неограниченно увеличивать число n делений [a, b], но так, чтобы

длина xk каждого сегмента [xk 1,xk ] стремилась к нулю. Получим множество интегральных сумм вида σ.

Число I будем называть пределом множества интегральных сумм σ (инте-

гральной суммы σ) при xk (k 1,n), стремящемся к нулю, если для любого

сколь угодно малого положительного числа ε можно найти такое число δ>0, что при любом разбиении [a, b] на частичные сегменты, удовлетворяющем условию

	xk
	, и при любом выборе точек k
	на этих сегментах, выполняется неравен-

	ство:
	 
	n
	 
	. Этот факт записывается так: I lim
	n

	 
	 

	 
	f ( k ) xk I
	 
	f ( k ) xk .

	 
	 
	 
	k 1
	 
	 
	xk 0
	k 1
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n

Справедливо утверждение: если интегральная сумма f ( k ) xk имеет

	 
	 
	k 1

	предел, то он единственный.
	 
	 

	n
	 
	 

	Если существует предел I суммы f ( k ) xk
	при xk
	0, то говорят,

	k 1
	 
	 



что y=f(x) интегрируема на [a, b], а I называют определенным интегралом от

b

функции f(x) на [a, b] и обозначают символом f (x)dx. Здесь f(x) – подынте-

a

гральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, [a, b] – промежуток интегрирования, a – нижний предел интегрирования, b – верхний.

		Таким образом, по определению:
	b
	f (x)dx= lim
	n
	f (
	 
	) x
	 
	.

		 
	 
	k
	k

		 
	xk 0
	 
	 
	 

		 
	a
	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 



Не всякая функция интегрируема на [a, b]. Имеет место утверждение: ес-

ли y=f(x) является непрерывной на [a, b], то она интегрируема на данном сег-

менте.

Существуют и другие классы интегрируемых на [a, b] функций, напри-

мер, класс ограниченных и монотонных на [a, b] функций. Но рассмотрение та-

ких классов функций выходит за рамки нашего пособия.

Мы рассмотрели понятие определенного интеграла в предположении, что

a<b. В случае a b примем по определению, что:

b a

1. f (x)dx f (x)dx (a>b);

a b

а

2. f (x)dx 0.

a

Примеры непосредственного вычисления интегралов

b

Пример 1. Вычислить dx.

a

Здесь подынтегральная функция есть y=f(x)=1. Разобъем [a, b] на частич-

ные сегменты: [a,x1],...,[xk 1,xk ],...,[xn 1,b]. В каждом частичном сегменте возьмем
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	произвольно
	 
	 
	точки
	 
	 
	 
	k .
	Для
	любого
	 
	k 1,n
	 
	 
	f ( k ) 1, следовательно,

	n
	f (
	 
	) x
	 
	 
	 
	n
	x
	 
	b a, тогда lim
	n
	f (
	 
	) x
	 
	b a , то есть
	b
	dx b a.
	 
	 
	 

	 
	k
	k
	 
	 
	k
	 
	k
	k
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xk 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	k 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Пример 2. Вычислить exdx .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	В данном примере y=f(x)=ex , [a, b]=[0, 1]. Разобъем [0, 1] на n частичных

	сегментов точками:
	x
	 
	 
	0 x
	 
	1
	... x
	k
	 
	k
	... x
	n
	 
	n
	1.
	Тогда
	x
	k
	 
	1
	. Поло-

	 
	 
	 
	 
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	n 1
	 
	k
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	жим
	 
	 
	k
	xk
	 
	(k 
	0,n 1),
	 
	следовательно,
	 
	 
	 
	f ( k ) e
	n
	,
	 
	e
	n
	 
	.
	Далее,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 0
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	e
	1
	 
	как сумма n членов геометрической прогрессии с
	1
	и

	1 e
	n
	 
	... e
	n
	 
	 
	 
	 
	q e
	n

	 
	 
	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e
	n
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	e 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	b 1. Поэтому 
	 
	,
	а lim (e 1) lim
	 
	 
	 
	n
	 
	. Так как при х 0 выражение

	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	en
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	en 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ех 1
	эквивалентно х: ех 1~х, то lim
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	1, отсюда lim (e 1) 1 е 1. Таким
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en 1

1

образом, exdx е 1.

0
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§3. Некоторые свойства определенного интеграла

Краткие теоретические сведения Имеют место следующие утверждения:

1. Пусть функция f(x) интегрируема на [a, b], тогда функция сf(x) (c –

b b

const) также интегрируема на данном сегменте, и с f (x)dx с f (x)dx, то есть

a a

постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла.

2. Если функции f(x) и φ(х) интегрируемы на [a, b], то функция f(x) ± φ(х)

	 
	 
	 
	b
	b
	b

	также интегрируемы на этом сегменте, и ( f (x) (х))dx f (x)dx (x)dx.

	 
	 
	 
	a
	a
	a

	 
	Следствие.
	Если f1(x), f2 (x),..., fn (x)
	интегрируемы на [a,
	b], то функция

	f1(x) f2 (x) ... fn (x) (при любой комбинации знаков)
	также интегрируема на

	 
	 
	b
	b
	b
	b

	данном сегменте, и (f1(x) f2 (x) ... fn (x))dx f1(x)dx
	f2 (x)dx ... fn (x)dx .

	 
	 
	a
	a
	a
	a

	 
	3. Если функция f(x) интегрируема на сегментах [a, b], [a, с], [с, b], то

	b
	с
	b
	 
	 
	 

	f (x)dx f (x)dx f (x)dx.
	 
	 
	 

	a
	a
	с
	 
	 
	 

	 
	Следствие. Если a<c1<c2<…<cn<b, а функция f(x) интегрируема на сег-

	 
	 
	b
	с1
	с2
	b



ментах [a, b], [a, c1], [c1, c2],…, [cn, b], то f (x)dx f (x)dx f (x)dx ... f (x)dx .

	a
	a
	с1
	сn

	4. Если функция f(x) интегрируема
	на [a, b] и
	f(x)≥0 на
	[a, b], то

	b
	 
	 
	 

	f (x)dx 0.
	 
	 
	 

	a
	 
	 
	 



Следствие 1. Если функции f(x) и φ(х) интегрируемы на [a, b] и f(x)≤φ(х)

	b
	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	на этом сегменте, то f (x)dx (x)dx.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следствие 2. Если f(x) непрерывна на [a, b], то
	 
	b
	 
	b

	 
	 

	 
	f (x)dx
	 
	 
	 
	f (x)
	 
	dx .

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	a
	 
	a
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