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ПРЕДИСЛОВИЕ

«Математический бой» является второй по популярности формой проведения математических соревнований после классических олимпиад. Математический бой совмещает в себе математику, спортивную игру, театральное действо, формирует математическое мышление, а также, в отличие от олимпиад, способствует развитию умения коллективного решения задач, особенно ценного в современной науке, когда зачастую одна глобальная задача решается большим коллективом научных сотрудников. На математическом бое предлагаются задачи олимпиадного, а также исследовательского характера. Математический бой был изобретён в середине 60-х годов учителем математики школы №30 г. Ленинграда И.Я.Веребейчиком, математический бой был и остаётся особенно популярным в Ленинграде (Санкт-Петербурге), Москве, в различных физикоматематических школах и ведущих вузах СССР, России, Украины, в других государствах бывшего Советского Союза. Правила математического боя изложены в журнале «Квант» №10 за 1972 год, в журнале «Математика в школе» №4 за 1990 год, в книге [4]. С осени 1997 года в память о великом математике и замечательном педагоге Андрее Николаевиче Колмогорове ежегодно проводятся математические турниры для старшеклассников. Эти турниры традиционно собирают самых сильных участников и по праву признаны неофициальным командным первенством России по математике среди школьников.

Проходящие в г. Туле с 1983 года математические бои проводятся по правилам, значительно отличающимся от «Ленинградских». В этих соревнованиях участвовали студенты ТГПИ (ныне – ТГПУ), школьники некоторых школ города, участники Летних Математических Школ, Летних Многопрофильных Школ.

В 2014 году был проведён турнир математических боёв школ Тульской области. Его соревнования прошли в двух диви-
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зионах, Высшем и Первом. В Высшем дивизионе участвовали 6 команд, в Первом дивизионе – 9 команд. Этому турниру посвящён настоящий сборник. Ход турнира оперативно освещался на сайте http://tmbshto.ucoz.ru/2014.html.

Для того, чтобы отобрать команды для Высшего дивизиона, в марте 2013 года были проведены 2 тура отборочных математических боёв, в которых приняли участие команды 12 общеобразовательных средних учебных заведений Тульской области. Турниру посвящён сборник [3].

В 2015 году планируется проведение нового турнира математических боёв школ Тульской области.

Организатором турнира является факультет математики, физики и информатики ТГПУ им. Л.Н.Толстого (декан факультета – И.Ю.Реброва). Факультет несколько десятилетий совместно с органами народного образования организует областной тур Всероссийской математической олимпиады школьников, в 1997-2003 гг. факультет был главным организатором Математической Лиги школ города Тулы, предшественницы турнира математических боёв школ Тульской области [1, 2]. С 2002 года факультет проводит Всероссийские студенческие турниры математических боёв, было проведено уже 6 турниров, в которых, в общей сложности, приняли участие команды двух десятков вузов страны, в 2015 году планируется проведение очередного турнира.

Основной частью данного пособия является сборник задач

срешениями, включающий в себя все задачи, предлагавшиеся на всех пяти турах математических боёв. Большинство задач не являются новыми, они взяты из многих сборников, предлагались на различных олимпиадах, конкурсных экзаменах и т.д., вместе

стем основная часть этих задач малоизвестна, условия некоторых задач были изменены. Задачи систематизированы по тематическому признаку.

Во второй части ежегодника приводятся правила проведения математических боёв в г. Туле, регламент турнира матема-
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тических боёв, результаты турнира математических боёв 2014 года, разнообразная статистическая информация, расписание математических боёв 2015 года.

Настоящее учебно-методическое пособие предназначается учащимся и учителям средних школ для оказания помощи в подготовке к будущим олимпиадам, математическим боям и другим математическим соревнованиям, в определённой мере для подготовки к ЕГЭ и вступительным экзаменам в вузы математического профиля. Кроме того, ежегодник может быть полезен студентам-математикам и их преподавателям, а также всем тем, кто интересуется математикой, и тем, кто занимается организацией соревнований по другим предметам.

Авторский коллектив будет признателен всем, кто сообщит свои замечания и пожелания, касающиеся настоящего сборника по адресу: 300026, Тула, пр. Ленина, 125, ТГПУ им. Л.Н.Толстого, факультет математики, физики и информатики,

тел. (4872)-35-78-29.
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ЗАДАЧИ

ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА, ДЕЛИМОСТЬ





a b




1.56a 65b , a и b – натуральные числа. Может ли число быть простым?

2.Решить систему уравнений
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		3. Пусть a, b, c, d, e – целые числа. Доказать, что если

		дробь
	ae b
	сократима на число k, то
	ad bc
	делится на k.

		ce
	d

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		4. Решить в целых числах уравнение x
	2
	2014 y
	2
	.

		 
	 

		5. Доказать, что
	n
	2
	3n
	5 ни при каком n не делится на

		 

		121.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



6.Найдите все целые числа a, при которых





(x a)(x 2014) 1




разлагается в произведение




(x b)(x c)




с






целыми b и c.

7.Что больше: 3111 или 1714?

8.Даны a и b – натуральные числа. Известно, что из четырех утверждений три верны, а одно неверно:

1) a + 1 делится на b;

2) a = 2b + 5;

3) (a + b) делится на 3;

4) a + 7b – простое число.

Найдите все возможные пары a и b.

	9. Докажите, что при любом целом
	n
	число
	5
	5n
	3
	4n

	n
	 



делится на 120.

10. Доказать, что в любом шестизначном числе можно переставить цифры так, чтобы сумма первых трех цифр нового числа отличалась от суммы последних трех цифр меньше, чем на 10.
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11.Каких чисел больше среди чисел от 0 до 9999999: тех,

взаписи которых встречается единица, или тех, в записи которых единицы нет?

12.При умножении на 4 четырехзначного числа, все цифры которого различны, получается число, записываемое теми же цифрами, но в обратном порядке. Какое это число?

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА, СИСТЕМЫ

13. Найдите неотрицательные решения системы

	 
	y
	2
	z
	3
	2 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x2 y3 z4 4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	14. Найти все значения параметра a, при которых уравне-

	ние 2a 1 x
	2
	ax 2a 3 0
	имеет не более одного корня.

	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2
	 
	 

	 
	15. Доказать неравенство
	x
	2
	1 1
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	16. Решите неравенство
	2
	x 
	x
	 
	 
	1 .

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos x
	2

	 
	17. Найдите все значения параметра
	a , для каждого из ко-

	торых
	 
	существует хотя
	бы
	 
	одно
	 
	решение
	уравнения



x10 (a 2x)5 x2 a 2x .

18. Сколько существует различных целочисленных значе-





ний параметра

корней?




p




, при которых уравнение




		3 x 10
	 
	p

		x 2
	9

		 






не имеет






19. Решите уравнение sin6x + cos6x = cos42x.

20. Уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет корни x1 и x2. Составь-

те новое квадратное уравнение, корни которого были бы x12 и

x22.
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ТЕКСТОВЫЕ И ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

21.Несколько футбольных команд проводят турнир в один круг. Верно ли, что в любой момент найдутся две команды, сыгравшие к этому моменту одинаковое число матчей?

22.В таблице 10 10 четыре угловые клетки окрашены в чёрный цвет, а остальные – в белый. Можно ли после нескольких перекрашиваний строк и столбцов добиться того, чтобы все клетки стали белыми? (при каждом перекрашивании цвет клетки меняется на противоположный).

23.Имеются три банки. Их цвета: зелёный, красный, синий. В одной банке лежит яблоко, в другой – шоколад, в третьей

–слива. Определите, в какой банке что лежит, если известно следующее. 1. Цвет яблока совпадает с цветом банки, в которой оно лежит. 2. Название одного из предметов и название цвета банки, в которой он лежит, не имеют общих букв. 3. Слова, обозначающие название одного из предметов и название цвета банки, в которой он лежит, имеют ударение на одном и том же по счёту слоге.

24.В ящике у Гарри Поттера 100 шариков – красных, белых и зеленых. Три из них – волшебные, они время от времени меняют цвет (на любой из этих трех). Однажды Гарри Поттер заглянул в ящик и увидел, что красных шариков больше, чем белых, а белых больше, чем зеленых. Заглянув через минуту, он увидел, что все стало наоборот: зеленых больше, чем белых, а белых больше, чем красных. Сколько белых шариков он увидел, когда заглядывал в ящик первый раз?

25.Квадратная таблица 10х10 заполнена различными натуральными числами от 1 до 100 по порядку так: слева направо первая строка 1,2,3,…10, вторая строка 11,12,13,…20 и так далее. Затем часть чисел стерли таким образом, что во всех
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строках и столбцах таблицы осталось ровно по 5 чисел. Найдите сумму оставшихся чисел.

26.25 жуков сидели по одному на каждой клетке доски размером 5х5. Каждый жук перелетел на соседнюю по стороне клетку. Могут ли все клетки снова быть занятыми?

27.В турнире участвовали 8 шахматистов, и каждый сыграл ровно по разу с каждым. Все участники набрали различное число очков (выигрыш – 1 очко, ничья – 0,5 очка). При этом занявший 2 место набрал столько же очков, сколько набрали вместе шахматисты, занявшие с 5 по 8 места. Как сыграли между собой занявшие 3 и 5 места?

28.48 кузнецов должны подковать 60 лошадей. Какое наименьшее время они затратят на работу, если каждый кузнец тратит на одну подкову 5 минут? (Лошадь не может стоять на двух ногах.).

29.Войсковая колонна имеет в длину 1 км. Связной, выехав из начала колонны, передал пакет в конец колонны и вернулся к началу. Колонна за это время прошла 2,4 км. Какой путь проехал связной?

30.В отряде богатырей все весят по-разному. Богатыри делятся на наивных, которые всегда говорят правду, и тертых, которые князю правды никогда не говорят. Несколько богатырей стали в круг. На вопрос князя: «У тебя есть тертый сосед легче тебя?» все ответили «Нет». После разминки они стали в круг в другом порядке. Докажите, что на вопрос князя «У тебя есть наивный сосед легче тебя?» кто-нибудь ответит «Нет».

31.Задано правило, которое каждой паре чисел (x, y) ста-

вит в соответствие число x y, причем выполняются свойства (1) x x = 0; (2) x (y z) = (x y) + z. Найдите 2014 14.

32. На доске написаны все натуральные числа от 1 до 2014. Разрешается стереть любые два числа и вместо одного из них написать их разность, а вместо другого – нуль. Можно ли, совершив достаточно много таких операций, получить набор, состоящий из одних нулей?
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33. Клетки таблицы 3 3 покрашены в несколько цветов так, что для любых двух цветов найдутся две соседних клетки (с общей стороной), окрашенные в эти два цвета. Какое максимальное число цветов могло быть использовано?

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ





34.Доказать, что ex x

35.Доказать, что если

		, то
	tg
	 
	tg 
	.

		 
	 

		 
	 
	 






1 




	.
	 
	 

	и
	 
	– острые углы в радианах,








36. Дана бесконечная последовательность чисел: 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,…Можно ли для любого натурального n выбрать числа из этой последовательности, чтобы они образовали арифметическую прогрессию длины n? Если да, то укажите разность и формулу n-го члена этой прогрессии.

ПЛАНИМЕТРИЯ

37. В остроугольном равнобедренном треугольнике ABC с углом при вершине A, равным 36 , проведена биссектриса BK.

		Найти
	BK
	.

		BC

		 
	 



38.В треугольнике ABC отрезок A1B1, соединяющий основания высот AA1 и BB1, виден из середины стороны AB под углом α. Найти величину угла C этого треугольника.

39.В треугольник ABC вписана окружность, касающаяся его сторон в точках L, M, N. Доказать, что треугольник LMN всегда остроугольный.

40.Пусть a, b, c – длины сторон треугольника, A, B, C – ве-

личины противоположных углов (в радианах). Доказать, что
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