
  
  

    
      
      
      
      

        
        Файловый архив студентов.
1254 вуза, 4562 предмета.
        
        

        
          
            Войти / Регистрация
            
              
                
                Войти
                Регистрация
              

              
                
                  
                    Логин:
                     
                    Пароль:
                     
                    Забыли пароль?
                    
                    
                    
                  

                

                 
                  
                    Email: 
                     
                    Email повторно:
                     
                    Логин: 
                    
                    Пароль: 
                    
                    Принимаю пользовательское соглашение

                    
                      

                    


                    
                  

                

              

            

          

        

        
          FAQ Обратная связь Вопросы и предложения
              
            
            
          

        


        	Вузы
	Предметы
	Пользователи
	Добавить файлы
	Заказать работу



        

      
      


      


    
        
        
        
          Добавил:
          
            Upload

            
            
            
            
            

            Опубликованный материал нарушает ваши авторские права? Сообщите нам.

          

          Вуз:Тульский государственный педагогический университет им. Л.Н. Толстого

          Предмет:[НЕСОРТИРОВАННОЕ]

          Файл:книжка. Математические бои 2013
.pdf

          
        


        
            Скачиваний: 68

            Добавлен: 07.03.2016

            Размер: 517.02 Кб

            Скачать
            
                ☆
            

        


    


    
    
    

      








    

    
    

    

    
    

    

    
    







      
      
      
      
      
        
            
            


  
  
    
    
    
    
    
  
    
    
    
    
    
    
    1 / 3123> Следующая >>>
  





            
                
                    
                    
                    
                    
                    





ФАКУЛЬТЕТ МАТЕМАТИКИ, ФИЗИКИ И ИНФОРМАТИКИ ТУЛЬСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО ПЕДАГОГИЧЕСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

ИМЕНИ Л.Н.ТОЛСТОГО

ОТБОРОЧНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ БОИ ТУРНИРА МАТЕМАТИЧЕСКИХ БОЁВ ШКОЛ ТУЛЬСКОЙ ОБЛАСТИ

2014 ГОДА (МАРТ 2013 ГОДА)

СБОРНИК ЗАДАЧ И ДРУГИЕ МАТЕРИАЛЫ

Под редакцией В.А.Шулюпова

Методические рекомендации




ТУЛА 2013









2

УДК 51 (023)

Авторы-составители:

Шулюпов Владимир Алексеевич, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры алгебры, математического анализа и геометрии ТГПУ им. Л.Н.Толстого;

Игнатов Юрий Александрович, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры алгебры, математического анализа и геометрии ТГПУ им. Л.Н.Толстого;

Реброва Ирина Юрьевна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры алгебры, математического анализа и геометрии; декан факультета математики, физики и информатики ТГПУ им. Л.Н.Толстого;

Денисов Игорь Васильевич, доктор физико-математических наук, профессор кафедры алгебры, математического анализа и геометрии ТГПУ им. Л.Н.Толстого;

Некрицухин Анатолий Иванович, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры алгебры, математического анализа и геометрии ТГПУ им. Л.Н.Толстого

Отборочные математические бои турнира математических боёв школ Тульской области 2014 года (март 2013 года): Сборник задач и др. материалы. /Шулюпов В.А., Игнатов Ю.А., Реброва И.Ю. и др.; Под ред. В.А.Шулюпова.– Тула, 2013, 16 с.

Учебно-методическое пособие предназначается учащимся и учителям средних школ для оказания помощи в подготовке к будущим олимпиадам, математическим боям и другим математическим соревнованиям, в определённой мере для подготовки к вступительным экзаменам в вузы математического профиля. Основной частью пособия является сборник задач с решениями, включающий в себя 19 задач, предлагавшуюся на двух турах математических боёв отборочного турнира математических боёв турнира математических боёв школ Тульской области 2014 года, проведённых 16 и 23 марта 2013 года. Отборочный турнир проводился для определения команд, которые войдут в Высший Дивизион турнира математических боёв школ Тульской области 2014 года, Задачи систематизированы по тематическому признаку. Во второй части ежегодника приводятся правила проведения математических боёв в г. Туле, регламент турнира математических боёв, результаты математических боёв 2013 года, разнообразная статистическая информация, расписание математических боёв 2014 года.

Рецензенты:

доктор педагогических наук, профессор кафедры информатики и методики обучения информатике ТГПУ им. Л.Н.Толстого А.Р.Есаян;

кандидат педагогических наук, доцент кафедры прикладной математики Юж- но-Уральского государственного университета А.Ю.Эвнин.






3

ПРЕДИСЛОВИЕ

«Математический бой» является второй по популярности формой проведения математических соревнований после классических олимпиад. Математический бой совмещает в себе математику, спортивную игру, театральное действо, формирует математическое мышление, а также, в отличие от олимпиад, способствует развитию умения коллективного решения задач, особенно ценного в современной науке, когда зачастую одна глобальная задача решается большим коллективом научных сотрудников. На математическом бое предлагаются задачи олимпиадного, а также исследовательского характера. Математический бой был изобретён в середине 60-х годов учителем математики школы №30 г. Ленинграда И.Я.Веребейчиком, математический бой был и остаётся особенно популярным в Ленинграде (Санкт-Петербурге), Москве, в различных физикоматематических школах и ведущих вузах СССР, России, Украины, в других государствах бывшего Союза. Правила математического боя изложены в журнале «Квант» №10 за 1972 год, в журнале «Математика в школе» №4 за 1990 год, в книге [3]. С осени 1997 года в память о великом математике и замечательном педагоге Андрее Николаевиче Колмогорове ежегодно проводятся математические турниры для старшеклассников. Эти турниры традиционно собирают самых сильных участников и по праву признаны неофициальным командным первенством России по математике среди школьников.

Проходящие в г. Туле с 1983 года математические бои проводятся по правилам, значительно отличающимся от «Ленинградских». В этих соревнованиях участвовали студенты ТГПИ (ныне – ТГПУ), школьники некоторых школ города, участники Летних Математических Школ, Летних Многопрофильных Школ.

В 2014 году запланировано проведение турнира математических боёв школ Тульской области. Его соревнования пройдут
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в двух дивизионах, Высшем и Первом. Для того, чтобы отобрать команды для Высшего дивизиона, в марте 2013 года были проведены 2 тура отборочных математических боёв, в которых приняли участие команды 12 общеобразовательных средних учебных заведений Тульской области.

Организатором турнира является факультет математики, физики и информатики ТГПУ им. Л.Н.Толстого (декан факультета – И.Ю.Реброва). Факультет несколько десятилетий совместно с органами народного образования организует областной тур Всероссийской математической олимпиады школьников, в 1997-2003 гг. факультет был главным организатором Математической Лиги школ города Тулы, предшественницы турнира математических боёв школ Тульской области [1, 2]. С 2002 года факультет проводит Всероссийские студенческие турниры математических боёв, было проведено уже 6 турниров, в которых приняли участие команды двух десятков вузов страны.

Основной частью данного пособия является сборник задач

срешениями, включающий в себя все задачи, предлагавшиеся на двух турах математических боёв. Большинство задач не являются новыми, они взяты из многих сборников, предлагались на различных олимпиадах, конкурсных экзаменах и т.д., вместе

стем основная часть этих задач малоизвестна, условия некоторых задач были изменены. Задачи систематизированы по тематическому признаку.

Во второй части ежегодника приводятся правила проведения математических боёв в г. Туле, регламент турнира математических боёв, результаты математических боёв 2013 года, разнообразная статистическая информация, расписание математических боёв 2014 года.

Настоящее учебно-методическое пособие предназначается учащимся и учителям средних школ для оказания помощи в подготовке к будущим олимпиадам, математическим боям и другим математическим соревнованиям, в определённой мере для подготовки к ЕГЭ и вступительным экзаменам в вузы мате-
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матического профиля. Кроме того, ежегодник может быть полезен студентам-математикам и их преподавателям, а также всем тем, кто интересуется математикой, и тем, кто занимается организацией соревнований по другим предметам.

Авторский коллектив будет признателен всем, кто сообщит свои замечания и пожелания, касающиеся как настоящего сборника по адресу: 300026, Тула, пр. Ленина, 125, ТГПУ им. Л.Н.Толстого, факультет математики, физики и информатики,

тел. (4872)-35-78-29.
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ЗАДАЧИ

ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА. ДЕЛИМОСТЬ. УРАВНЕНИЯ В ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ. ЗАДАЧИ О ЦИФРАХ И ЧИСЛАХ

		 
	 
	 
	1.
	 
	Решить уравнение в натуральных числах

		1
	 
	1
	 
	1
	1.

		m
	2
	mn
	n
	2

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 



2.Существуют ли целые числа a, b, c, d такие, что выражение ax3+bx2+cx+d равно 1 при x=17 и 8 при x=73.

3.Может ли натуральное число при зачёркивании первой цифры уменьшиться: а) в 57 раз; б) в 58 раз?

4.Найти наибольшее по x решение уравнения в натураль-





ных числах:




	1
	 
	1
	 
	1
	... 
	1
	 
	1

	8 15
	15 22
	22 
	x x 7
	 

	 
	 
	29
	 
	y






.






5. a и b – натуральные числа. Рассмотрим четыре утверждения: (1) a + 1 делится на b; (2) a = 2b + 5; (3) a + b делится на 3; (4) a + 7b – простое число. Известно, что три утверждения верны, а одно неверно. Найдите все возможные пары a, b.

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА





6.Решить уравнение 3sin x 4

7.При каких значениях




cos x 5 .

параметра а неравенство






x 3a 5 0 справедливо для всех x таких, что 1 x 4? x a

8.Решите неравенство log2x+3 x2 < 1.

9.Решите уравнение cos x + x2 + 6x + 10 = 0.
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ТЕКСТОВЫЕ ЗАДАЧИ

10.На гранях кубика расставлены 6 различных чисел от 6 до 11. Кубик бросили два раза. В первый раз сумма чисел на четырех боковых гранях оказалась равна 36, во второй – 33. Какое число написано на грани, противоположной той, где написано число 10?

11.Теплоход идет от Нижнего Новгорода до Астрахани 5 суток, а от Астрахани до Нижнего Новгорода 7 суток. Сколько времени плывёт плот от Нижнего Новгорода до Астрахани?

12.Прямоугольная таблица заполнена попарно различными числами. В каждой строке выбрали самое большое число, а в каждом столбце – самое маленькое. Что больше: самое маленькое из больших чисел или самое большое из маленьких?

ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

13.Можно ли квадрат размером 2014х2014 замостить фигурками 1х4?

14.100 мудрецов подвергаются испытанию. Каждому на голову надевается шапка одного из трех цветов: белого, синего или черного. Свою шапку мудрец не видит, шапки остальных видит. Затем по очереди каждого спрашивают, какого цвета шапка на нем. Ответ каждого слышат все, но между собой мудрецы во время испытания общаться не могут. Они могут договориться о стратегии ответов до начала испытания. Сколько правильных ответов может обеспечить эта стратегия?

15.По кругу стоят рыцари и лжецы, всего 100 человек. В первый раз каждого спросили «Верно ли, что твой сосед справа

–лжец?» Двое ответили «да», остальные – «нет». Во второй раз каждого спросили «Верно ли, что твой сосед слева через одного

–лжец?» И снова двое ответили «да», остальные – «нет». В тре-
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тий раз каждого спросили «Верно ли, что стоящий напротив тебя – лжец?» Сколько человек на этот раз ответят «да»?

16. В однокруговом шахматном турнире участвовали n шахматистов – гроссмейстеры и мастера. После окончания турнира выяснилось, что каждый участник половину своих очков набрал в партиях с мастерами. Докажите, что n является точным квадратом. (За победу в шахматной партии даётся 1 очко, за ничью 0,5 очка, за поражение 0).

ГЕОМЕТРИЯ

17.В треугольнике ABC H – точка пересечения высот, D, E, F – точки, симметричные точке H относительно сторон AB, AC и BC соответственно. Докажите, что точки D, E и F лежат на окружности, описанной вокруг треугольника ABC.

18.Доказать, что трапеция, диагонали у которой равны, является равнобедренной.





19. Через вершины В и G равных прямоугольников ABCD и DEFG, расположенных так, как показано на рисунке, провели прямую, которая пересекла прямую AD в точке М. Докажите перпендикулярность прямых MN и BE.




	C
	 
	B
	 

	G
	N
	K
	F

	M D A
	 
	E
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РЕШЕНИЯ, УКАЗАНИЯ, ОТВЕТЫ





1. Если




m 




n




, то m2 3 , следовательно, решений нет.







Пусть, например,




m 




n




, следовательно




		1
	 
	1
	 
	1

		m
	2
	mn
	n
	2

		 
	 

		 
	 
	 
	 






		1 
	3

		n
	2

		 

		 
	 






,







	поэтому
	n
	2
	3
	, то есть

	 

	можно.
	 
	 
	 
	 

	2.
	Предположим,



P x ax3 bx2 cx d .




n 1 . Но тогда m12 m1 0 , что невоз-

что такие числа существуют. Пусть Нетрудно заметить, что разность







P 73 P 17 верно.




делится на 73-17. То есть 7 делится на 56, что не-






3. а) Может, например, 7125. б) Не может. Пусть x – первая цифра, n – количество остальных цифр, y – число, остающееся после вычёркивания первой цифры. Тогда получаем уравнение





	x 10
	n
	 

	 



левая –

4.




y 58y , или

нет. Запишем




	x 10
	n
	57 y . Правая часть делится на 19, а

	 



левую часть уравнения в виде:






	1 
	1
	 
	1 
	 
	1
	 
	1 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	1 
	 
	1 
	1
	 
	1 
	 
	 
	x 1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	7
	8
	 
	15
	 
	 
	29
	 
	 
	 
	8
	 
	 
	x 7

	 
	 
	15 
	 
	 
	22 
	22
	 
	 
	 
	x
	 
	x 7 
	 
	7 
	 
	x 7 
	56







. Обозначим




x 1 56t




,




x




56t




1




.




Откуда




		t
	 
	1

		56t 8
	y

		 






. Отсюда







		t
	 
	1

		8 7t 1
	y

		 






и




t




8v




. Поэтому




		v
	 
	1

		56v 1
	y

		 






. Так как числа v и 56v+1






–взаимно простые, то v=1. Откуда x=449, y=57.

5.Заметим, что если верно (3), то a + 7b = (a + b) + 6b делится на 3. Значит, это число не может быть простым, так как оно больше 3, и утверждение (4) ложно. Отсюда ложным может быть только (3) или (4), а (1) и (2) всегда истинны. Из них полу-

чаем a + 1 = 2b + 6 делится на b, следовательно, 6 делится на b.
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Значит, для b возможны только четыре значения: 1, 2, 3 и 6, для которых выполняются (1) и (2). Из (2) получаем соответствующие значения a: 7, 9, 11 и 17. Проверяем для этих пар значений утверждения (3) и (4). Для a = 7, b = 1 и a = 11, b = 3 оба утверждения ложны. Для a = 9, b = 2 и a = 17, b = 6 ложно (3) и истинно (4). Следовательно, эти пары и являются искомыми.





6. Так как




	3
	4
	 

	2
	 
	2






52




, то уравнение сводится к уравнению







sin x

куда n Z




	1, где y определяется из системы
	sin 4 / 5
	 

	 
	, от-

	 
	 
	cos 3 / 5
	 

	arcsin 4 / 5, следовательно
	x arcsin 4 / 5 / 2 2 n ,



.






7.Исходное неравенство равносильно неравенству: (x + 3a

–5)(x + a) > 0, т.е. x2 + (4a – 5)x + 3a2 – 5a > 0. Пусть f(x) = x2 +

(4a – 5)x + 3a2 – 5a. Требования задачи будут выполняться, если корни трёхчлена f(x) будут либо меньше 1, либо больше 4. Исходя из геометрической интерпретации f(x), получим:





	 
	5 4a
	1
	 
	 
	5 4a
	4

	 
	 
	 
	 
	и
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	a 4 0
	 
	2
	11a 

	f 1 3a
	2
	 
	f 4 3a
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



4)(4/3; + ).

8.Приводим неравенство к виду




. Получаем a (- ; -

4 0

log2x 3 x2 log2 x 3 2x 3 .






При снятии логарифмов знак неравенства сохраняется или изменяется на противоположный в зависимости от значения основания логарифма. Рассматриваем случаи:

1)2x+3 > 1, то есть x > –1. Неравенство приводится к виду x2 < 2x+3. Множество его решений (–1; 3), из него исключаем 0, не принадлежащий области определения.

2)0 < 2x+3 < 1, то есть –1,5 < x < –1. В этом случае нера-

венство приводится к виду x2 > 2x + 3. Его решения (– ; –1) (3; + ). В пересечении с областью (–1,5; –1), на которой рассматривается этот случай, получаем эту область.

Ответ: (–1,5; –1) (–1; 0) (0; 3).
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