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РАСЧЕТ ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ НАУСТОЙЧИВОСТЬ

Все расчеты будем вести методом перемещений.

Задача 1. РАСЧЕТ СИСТЕМЫ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ СТОЕК
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Рисунок 1
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Система стоек, связанных абсолютно жесткими стержнями, нагружена сжимающими сосредоточенными силами (рисунок 1). Требуется: определить критическое значение Рcr внеш-

5ней силы Р и коэффициент приведения длины сжатых стоек .
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Степень кинематической неопределимости

n = nу + nл = 0 + 1 = 1
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зонтальное перемещение Z1

Рисунок 3

(рисунок 3).














Каноническое уравнение метода перемещений. Так как n = 1, будет одно ка-

ноническое уравнение1):

r11Z1 = 0,

где Z1 – горизонтальное перемещение, возникающее только при потере устойчивости; r11 – единичная реакция введенной связи от Z1 = 1.

Вычисление единичной реакции. Рассмотрим деформирование основной системы в результате перемещения введенной связи на Z1 = 1 (рисунок 4). Чтобы найти реакцию r11 в горизонтальном стержне, необходимо рассечь этот стержень, а также отсечь раму от опор; в полученных сечениях ввести усилия и составить уравнение проекций всех сил на горизонтальную ось2).

В местах сечений прикладываем реакции, взятые из таблиц (для изогнутых стоек 2, 4 – из строки 2 таблицы 1, для сжато-изогнутых стоек 1, 3, 5 – из строки 2 таблицы 2).
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Рисунок 4

Составляем уравнение проекций всех сил на горизонтальную ось:

										
	 
	r11
	3
	3EJ
	1
	( ) 2
	3EJ
	0 ,

	 
	 
	l 3

	 
	 
	 
	3EJ
	l 3
	 
	 
	 

	отсюда
	r11 
	 
	3 1 ( ) 2 .
	 

	 
	l 3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



1) В общем случае при n = 1 каноническое уравнение метода перемещений записывается так: r11 Z1 R1p 0 , но грузовая реакция R1p отсутствует, т. к. нагрузка узловая и не вызывает изгиба стержней.

2) На рисунке 4 в точках 1–5 показаны только горизонтальные реакции, хотя возникают еще вертикальные силы и изгибающие моменты. Но они нам не понадобятся.












Условие потери устойчивости. Если нагрузка не достигла критической величины, то конфигурация рамы остается той же, что и до приложения нагрузки. Ее стержни испытывают только сжатие, узлы не перемещаются, Z1 = 0.

С ростом нагрузки увеличиваются продольные силы в сжатых стержнях, а, следовательно, и параметр . Когда сила P достигает критического значения Pcr, сжатые стержни теряют устойчивость, узлы рамы смещаются по горизонтали; возникают качественно новые деформации (деформации изгиба). При этом параметр также становится критическим ( cr).

Условие потери устойчивости, т. е. ненулевого перемещения Z1

		r11 0 ;
	3EJ
	3 1 ( cr ) 2 0 .

		l3

		 
	 



Уравнение устойчивости и его решение

3 1 ( cr ) 2 0; 1 ( cr ) 2 / 3 0,6667 .

По таблице функций Смирнова (таблица 3) находим

1 (2,0) 0,6372 ; 1 (2,1) 0,8103 .

С помощью линейной интерполяции находим значение критического параметра:

cr 2,0 0,6667 0,6372 2,1 2,0 2,017 . 0,8103 0,6372

Критическая сила

	Рcr
	 
	2cr EJ
	2,017
	2 EJ
	4,07
	EJ
	.

	l 2
	 
	l 2
	l 2

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Коэффициент приведения длины сжатых стоек

3,14 1,56 .

2,017

Задача 2. РАСЧЕТ РАМЫ

Раманагруженасосредоточеннойсилой(рисунок5). Жесткость стойки EJ, ригеля – kEJ (k = 1,2), их длины одинаковы. Требуется: определить критическое значение Рcr внешней силы Р и коэффициент приведения длины сжатой стойки .

Параметр сжатого стержня. Вырезая узел рамы и рассматривая его равновесие, определяем продольные силы в стержнях:

N1 P ; N2 0 .

Знак минус показывает только то, что стержень сжат. В дальнейшем его учитывать не будем. Строим эпюру продольных сил N.
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Рисунок 7




	Параметры i
	li
	N i /
	EJi
	(i = 1, 2):

	для сжатой стойки
	1 l
	 
	 
	 
	; для ригеля

	 
	P /
	EJ

	2 0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Степень кинематической неопределимости n = nу + nл = 1 + 0 = 1.

(nу = 1, т. к. один жесткий узел; nл = 0, т. к. линейных перемещений узла нет).

Формирование основной системы. Вводим пла-

вающую заделку в жесткий узел и задаем угол поворота жесткого узла Z1 (рисунок 6).

Каноническое уравнение метода перемещений.

Так как n = 1, будет одно каноническое уравнение:

r11Z1 = 0,

где Z1 – угол поворота узла, возникающий только при потере устойчивости; r11 – единичная реакция введенной связи от Z1 = 1.

Вычисление единичной реакции. Рассмотрим де-

формирование основной системы в результате поворота введенной связи на Z1 = 1 (рисунок 7). Строим

эпюру изгибающих моментов M1 ; для ригеля пользуемся строкой 1 таблицы 1, для сжато-изогнутой стойки – строкой 3 таблицы 2.

Чтобы найти реакцию r11 в плавающей заделке, необходимо вырезать узел (рисунок 8); в полученных сечениях ввести моменты3) и составить уравнение моментов узла:

	r11
	 
	4EJ
	2 ( ) 
	3kEJ
	0 ,

	 
	 

	 
	 
	l
	l



отсюда (при k = 1,2)

	r11
	 
	EJ
	4 2 ( ) 3k 
	EJ
	4
	2 ( ) 3,6 .

	 
	 

	 
	 
	l
	l
	 








3) На рисунке 8 в сечениях показаны только изгибающие моменты, хотя возникают еще поперечные и продольные силы. Но они нам не понадобятся.
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4EJ ( ) l 2

Рисунок 8




Условие потери устойчивости. Когда сила P дос-

тигает критического значения Pcr, сжатая стойка теряет устойчивость, узел рамы поворачивается; возникают деформации изгиба. При этом параметр становится критическим ( cr).






Условие потери устойчивости, т. е. ненулевого перемещения Z1

	r11 0 ;
	EJ
	4
	2 ( cr ) 3,6 0 .

	 

	 
	l
	 



Уравнение устойчивости и его решение

4 2 ( cr ) 3,6 0 ; 2 ( cr ) 3,6 / 4 0,9 .

По таблице функций Смирнова (таблица 3) находим

	2 (5,2) 0,7629 ;
	2 (5,3) 0,9422 .



С помощью линейной интерполяции находим значение критического параметра:

		cr
	5,2
	 
	 
	0,9 0,7629
	 
	 
	5,3
	5,2 5,276 .

		0,9422 0,7629

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Критическая сила
	 
	 
	 
	2cr EJ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	Рcr
	 
	 
	5,276
	2
	 
	EJ
	 
	27,8
	EJ
	.

		 
	 
	l 2
	 
	 
	l 2
	l 2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Коэффициент приведения длины сжатой стойки

3,14 0,595 .

5,276

Задача 3. РАСЧЕТ НЕРАЗРЕЗНОГО СТЕРЖНЯ

Стержень переменной жесткости, имеющий промежуточную опору (неразрезной стержень) нагружен вдоль оси сжимающей силой (рисунок 9). Жесткость 1-го участка EJ, 2-го участка – EJ ( = 2,6), их длины соответственно равны l иl ( = 1,4). Требуется: определить критическое значение Рcr внешней силы Р

Параметры сжатых стержней. Определяем продольные силы на 1-м и 2-м участках:

N1 N2 P .

Знак минус показывает только то, что стержень сжат. В дальнейшем его учитывать не будем. Строим эпюру продольных сил N.

	Параметры сжатых стержней i
	li N i / EJi (i = 1, 2):
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Чтобы найти реакцию r11 в плавающей заделке, необходимо вырезать узел; в полученных сечениях ввести моменты и составить уравнение моментов узла:

	r11
	 
	3EJ1
	1
	( 1 ) 
	3EJ2
	1 ( 2 ) 0 ,

	 
	 

	 
	 
	l1
	 
	l2






отсюда (при EJ1 = EJ, EJ2 = 2,6EJ, l1 = l, l2 = 1,4l)













	 
	 
	 
	EJ1
	 
	 
	 
	 
	 
	EJ2
	 
	 
	 
	 
	 
	EJ
	 
	 
	 
	2,6EJ
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	3EJ
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Условие потери устойчивости. Когда сила P достигает критического значения Pcr, неразрезной стержень теряет устойчивость, возникают деформации изгиба, сечение над опорой поворачивается. При этом параметр становится крити-

ческим ( cr).

Условие потери устойчивости, т. е. ненулевого перемещения Z1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	r11
	0 ;
	 
	3EJ
	1 ( ) 1,857 1 (0,868 ) 0 .

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	l

	 
	 
	 
	Уравнение устойчивости и его решение

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 ( ) 1,857 1 (0,868 ) 0 .

	Решение ищем путем подбора, пользуясь таблицей 3. Обозначим

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	D 1 ( ) 1,857 1 (0,868 ) .

	Для наглядности процесс подбора поясняем графиком (рисунок 10).

	 
	D
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Если = 2, то 1( ) = 1(2) = 0,6961;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1(0,868 ) = 1(1,736) = 0,7791;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	D 0,6961 1,857 0,7791 2,1429 .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Если = 3, то 1( ) = 1(3) = 0,1361;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1(0,868 ) = 1(2,604) = 0,4211;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	2
	3
	 
	4
	 
	 
	D 0,1361 1,857 0,4211 0,9180 .

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Если = 4, то 1( ) = 1(4) = –2,1726;

	cr =
	3,402
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1(0,868 ) = 1(3,472) = –0,4405;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	D 2,1726 1,857 ( 0,4405 ) 2,9906 .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Если = 3,402, то 1( ) = 1(3,402) = –0,3278;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	Рисунок 10
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1(0,868 ) = 1(2,953) = 0,1765;



D 0,3278 1,857 0,1765 0 .

Следовательно, критическое значение параметра 

cr = 3,402.

Для 1-го участка 1 cr = cr = 3,402, для 2-го – 2 cr = 0,868 cr = 2,953.

Критическое значение внешней силы

		(1)
	 
	21 cr EJ1
	 
	3,402 2 EJ
	11,57
	EJ
	 

		Для 1-го участка Рcr
	 
	 
	 
	;

		l12
	l 2
	l 2

		 
	 
	 
	 
	 












		(2)
	 
	22 cr EJ1
	2,953 2
	2,6EJ
	11,57
	EJ
	 

		для 2-го – Рcr
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;

		l22
	(1,4l)2
	l 2

		 
	 
	 
	 
	 



	критическая сила Рcr
	11,57
	EJ
	.

	 

	 
	 
	l 2



Задача 4. РАСЧЕТ НЕРАЗРЕЗНОГО СТЕРЖНЯ С УПРУГО-ПОДАТЛИВОЙ ОПОРОЙ

Стержень, имеющий упруго-податливую промежуточную опору жесткостью C = 130 кН/м, нагружен вдоль оси сжимающей силой (рисунок 11). Длины и жесткости участков одинаковы (l = 5,25 м, EJ = 880 кН м). Требуется: определить критическое значение Рcr внешней силы Р, изобразить форму потери устойчивости.

Параметры сжатых стержней. Определяем продольные силы на 1-м и 2-м участках:

N1 N2 P .

Знак минус показывает только то, что стержень сжат. В дальнейшем его учитывать не будем. Строим эпюру продольных сил N.

	Параметры сжатых стержней i li
	N i / EJi (i = 1, 2):

	1 2
	l
	 
	P
	 
	.

	 

	 
	 
	 
	EJ



Степень кинематической неопределимости

n = nу + nл = 1 + 1 = 2

(nу = 1, т. к. один жесткий узел; nл = 1, т. к. возможно линейное перемещение за счет деформации упруго-податливой опоры).

Основная система. Вводим плавающую заделку и вертикальный опорный стержень; задаем угол поворота Z1 и линейное (вертикальное) перемещение Z2 (см. рисунок 11).

Канонические уравнения метода перемещений. Так как n = 2, будет система из двух канонических уравнений:

r11Z1 + r12Z2 = 0; r21Z1 + r22Z2 = 0,

где Z1 – угол поворота узла, Z2 – вертикальное перемещение (Z1 или Z2 возникают только при потере устойчивости); r11 и r12 – единичные реакции плавающей заделки соответственно от Z1 = 1 и Z2 = 1; r21 и r22 – единичные реакции опорного стержня от Z1 = 1 и Z2 = 1.










	Р
	1
	 
	2
	 

	 
	EJ
	EJ
	 

	 
	l
	 
	l
	 

	 
	Р
	 
	Р
	 

	N
	 
	 
	 
	 

	 
	Z2
	 
	Основная
	 

	 
	Z1
	 
	 

	Р
	 
	система
	 

	 
	EJ
	EJ
	 

	 
	1
	 
	Состояние"1"

	Р
	 
	 
	основной системы

	 
	3EJ ( )
	 

	M1
	l
	 
	1
	 

	 
	 
	 
	 

	Q1
	 
	 
	3EJ ( )

	 
	 
	 
	l2
	1

	 
	 
	 
	Состояние"2"

	 
	2
	 
	основной системы

	Р
	 
	 
	 
	 

	 
	3EJ ( )
	 

	 
	 
	l2
	1
	 

	M2
	 
	 
	 
	 

	Q2
	3EJ ( )
	 

	 
	 

	 
	 
	l3
	1
	 

	 
	Рисунок 11
	 
	 














	3EJ ( )
	r11
	 
	3EJ ( )

	l
	1
	 
	 
	l
	1

	3EJ ( )
	r12
	 
	3EJ ( )

	l2
	1
	 
	 
	l2
	1

	 
	 
	Рисунок 12
	 
	 

	3EJ ( )
	 
	r21
	3EJ ( )

	l2
	1
	 
	 
	l2
	1

	 
	 
	 
	R = 0 C = 0

	3EJ ( )
	 
	r22
	3EJ ( )

	l3
	1
	 
	 
	l3
	1



 R = 1 C = C

Рисунок 13




Вычисление единичных реакций. Рассмот-

рим деформирование основной системы в результате поворота плавающей заделки на Z1 = 1 (см. рисунок 11); построим эпюры изгибающих

моментов и поперечных сил M1 , Q1 (по строке 1 таблицы 2).

Далее рассмотрим деформирование основной системы в результате перемещения опорного стержня вверх на Z2 = 1 (см. рисунок 11); построим эпюры M2 , Q2 (по строке 2 таблицы

2).

Чтобы найти единичные реакции, вырежем узел с введенными связями и рассмотрим равновесия узла.

Для определения моментных реакций r11 и r12 составим уравнение моментов узла (рисунок 12), для силовых реакций r21 и r22 – уравнение проекций на вертикальную ось (рисунок 13)4).






Напомним, что реакции упруго-податливых опор пропорциональны их перемещениям (R = С, где R – реакция опоры, – перемещение опорного сечения, С – жесткость опоры). В первом случае опорное сечение не смещается по вертикали, поэтому = 0, во втором – смещается вверх на = 1.

Из уравнений равновесия получаем

r11 2 3EJl 1( ); r12 0 ; r21 0 ; r22 2 3lEJ3 1 ( ) С.

Условие потери устойчивости. Система канонических уравнений – это система однородных линейных алгебраических уравнений. Ненулевое решение получится только в том случае, если ее определитель Det(r) = 0:

	 
	r11
	r12
	0 .
	 
	 

	 
	r21
	r22
	 
	 
	 

	Раскрываем определитель: r11r22 r12 r21
	0 . Так как r12
	r21
	0 , то

	 
	r11r22
	0 .
	 
	 

	Уравнение устойчивости и его решение
	 
	 

	Для выполнения условия r11r22 0 необходимо, чтобы
	r11 0
	или r22 0 . Рас-

	смотрим два случая.
	 
	 
	 
	 
	 






4) На рисунке 12 в узле показаны только горизонтальные реакции, хотя возникают еще вертикальные силы и изгибающие моменты. Но они нам не понадобятся.
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