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Введение

Математический анализ состоит из двух частей: дифференциального и интегрального исчисления. Основной задачей дифференциального исчисления является отыскание производной от заданной функции. Более сложной является обратная задача - восстановление функции по заданной ее производной. Таким образом мы приходим к основной задаче интегрального исчисления. Ее реше-

ние приводит к понятию неопределѐнного интеграла - одному из основных на-

ряду с понятиями предела и производной. Неопределѐнный интеграл вводится с помощью производной и, таким образом, связывает две части анализа в единое целое.

Пособие состоит из семи параграфов. Оно сочетает в себе элементы учеб-

ника, сборника задач, а также содержит методические рекомендации.

В первом параграфе приводится понятие первообразной для функции, оп-

ределѐнной на некотором множестве, формулируются и доказываются основ-

ные свойства первообразных. Затем вводится понятие неопределѐнного инте-

грала. Основные неопределѐнные интегралы сведены в таблицу ( § 2 ). Общие методы вычисления неопределѐнных интегралов рассматриваются в §3. После этого излагаются методы вычисления неопределѐнных интегралов от рацио-

нальных дробей ( § 4 ), от иррациональных выражений ( § 5 ), от тригонометри-

ческих выражений ( § 6 ). Изложение теоретического материала сопровождает-

ся решением большого числа типовых примеров, многие из которых пополняют таблицу (они обозначены римскими цифрами). В § 7 приведены примеры инте-

гралов, которые не выражаются через элементарные функции. В конце каждого параграфа предлагаются вопросы для самостоятельного контроля уровня усвое-

ния теоретического материала, умения применять теорию при решении кон-

кретных задач. Эти вопросы охватывают весь материал и требуют от читателя вдумчивого разбора каждого задания. Примеры для самостоятельной работы
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мы рекомендуем решать только после изучения теории. В конце пособия при-

водятся варианты контрольных работ.

Пособие предназначается для студентов очного и заочного обучения. Оно будет полезным и для преподавателей для подготовки практических занятий и проведения индивидуальной работы со студентами. Настоящее пособие помо-

жет студентам подготовиться к успешному усвоению последующей темы “ Оп-

ределѐнный интеграл и его приложения”.









21 . В этом случае
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Не ошибается тот, кто ничего не делает,

хотя это и есть его основная ошибка”.

Алексей Толстой.

§1 Первообразная функция. Неопределенный интеграл.

Пусть функция f(x) определена на некотором непустом числовом множестве X.

Определение 1.1.

Функция F(x), определенная на множестве X, называется первообразной функцией ( или первообразной) ( для) функции f(x) на множестве X, если в каждой точке x, принадлежащей множеству X, функция F(x) имеет конечную производную, значение которой F/ (x) в точке x равно значению функции f(x) в этой точке, т.е.

F/ (x) f (x)

Примеры

1. Если функция f(x) равна нулю в каждой точке некоторого промежутка X, то ее первообразная есть постоянная функция на этом промежутке F(x)=C, так как F (x)=(C) =0 в каждой точке x из X.

		2. Функция
	F(x) 
	x 1
	 
	является первообразной для функции
	f (x) x , по-

		1

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	x 1
	 
	/
	1
	 
	(x 1) / x( 1)
	1
	x f (x).
	 
	 

		тому что
	F/ (x) 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Здесь 1 , так

		 
	 
	1
	 

		 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 



x 1

как делить на ноль нельзя. Множество, на котором функция F(x) 1 бу-

дет первообразной для функции f (x) x зависит от значения . Так, если

0, то функция F(x)=x , будет первообразной для f (x) x0 1 на всей чи-

словой оси R, если считать, что f(0)=1. Пусть теперь 
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функция f (x) x определена для всех x 0 . Функция F(x) 23x 23 есть по

определению 1.1 ее первообразная. Здесь под производной F(x) в точке x=0

		понимается правосторонняя производная,
	причем F/ ( 0) 0 (докажите!). При

		1 f(x)= x 1 
	1
	(x 0). Для этой функции первообразной будет функция

		 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		F(x) ln
	 
	x
	 
	.
	В самом деле, если x>0 то ln x =lnx и F/ (x) (ln x) / 
	1
	, если же

		 
	 

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	 
	x

		x<0, то ln x =ln(-x) и F/ (x) (ln( x)) / 
	( x) / 
	( 1) 

		.

		 
	 
	x
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	x

		3. Так как (a x ) / a x ln a , то функция F(x)=
	a x
	 
	будет, очевидно, первообразной

		 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln a
	 
	 
	 
	 
	 

		для функции f(x)= a x на всей числовой оси. Здесь a 1, a>0.



		4.
	Для функции f(x) = cosx первообразной на R является функция F(x)=sinx, так

		 
	как F/ (x) (sin x)/ cosx
	 
	x R. Очевидно, первообразной для функции

		 
	f(x)=sinx будет функция F(x) cosx
	 
	x R.

		5.
	Так как (arcsin x)/ 
	1
	 
	 
	на интервале (-1, 1), то функция F(x)=arcsinx есть

		 
	 
	 
	 

		1 x2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	первообразная для функции f (x) 
	 
	 
	1
	 
	 
	на этом интервале.

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	1 x 2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		6.
	Для функции f(x)=
	 
	1
	первообразной на всей числовой оси будет функция

		 

		1 x2

		 
	F(x)=arctgx, так как F/ (x) (arctgx) / 
	1
	 
	 
	 
	.

		 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	1 x2
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



1

7. Функция F(x)=tgx является первообразной для функции f(x)= cos2 x в каждой

точке x k (k Z ). 2

Естественно, возникают вопросы: всякая ли функция имеет первооб-

разную, и, если имеет, то одну или несколько? Можно доказать, что каждая
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непрерывная на конечном или бесконечном промежутке функция имеет

первообразную. Свойства первообразных функций выражает следующая

Теорема 1.1.

Если функция F(x) является первообразной для функции f(x) на конечном или бесконечном промежутке X, то любая другая первообразная для этой функции на этом промежутке имеет вид F(x)+C, где C—

произвольная постоянная.

Пусть функция Ф(x) есть любая другая первообразная для функ-

ции f(x) на промежутке Х. Так как Ф/ (x) f (x) и F/ (x) f (x) в каждой точке x

из промежутка Х, то [Ф(х)-F(x)] / Ф/ (x) F/ (x) f (x) f (x) 0 на промежутке Х. Из теоремы Лагранжа вытекает, что Ф(х)-F(x)=C на всем промежутке Х, т.е.

Ф(х)=F(x)+C, где С—произвольная постоянная .

Другими словами,если F(x) есть некоторая первообразная для функ-

ции f(x) на промежутке Х, то выражением F(x)+C исчерпываются все ее перво-

	образные.
	Так, все первообразные для
	функции f(x)=x
	даются
	формулой

	F(x) 
	x 2
	 
	C , для функции f(x)=cosx
	–
	формулой F(x)=sinx+C,
	для функции

	 

	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f (x) a x
	– формулой F(x)=
	a x
	C,
	для функции f(x)=
	1
	 
	 
	-
	формулой

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	ln a
	 
	 
	1 x2
	 
	 
	 
	 



F(x)=arcsinx+C, и т. д.. Заметим, что теорема 1.1. перестает быть верной, если функция f(x) определена на множестве, представляющем объединение непере-

секающихся промежутков. Например, функция f(x)= 1x определена на объедине-

	нии двух бесконечных промежутков
	( , 0) и
	(0, ) . На промежутке
	( ,0)

	первообразной
	для нее будет
	любая
	функция
	вида F(x)=ln(-x)+C 1 ,
	так как

	[ln( x) C
	 
	] / 
	1
	( x) / (C ) / 
	1
	; на промежутке (0, ) - любая функция вида

	 
	x
	 

	 
	1
	 
	1
	x
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F(x)=lnx+ C 2 , так как (lnx+ C 2 ) / 1x для любого x>0. Здесь C1 и C 2 - произволь-

ные постоянные. Значит, первообразной для функции 1 на объединении двух x

этих промежутков будет любая функция вида F(x)=ln x +C(x), где C(x) принима-

ет постоянное значение C 1 на промежутке ( ,0) и постоянное значение C 2 на промежутке (0, ) , т.е. является кусочно-постоянной функцией. В этом слу-

чае две различные первообразные отличаются друг от друга на кусочно-

постоянную функцию. То же можно сказать и о первообразных для функции

	 
	 
	1
	 
	 

	f (x) 
	 
	, рассматриваемой на всей числовой оси
	без точек

	cos2 x

	x=
	 
	k (k Z). Здесь все первообразные даются формулой
	F(x)=tgx+C(x),

	 
	2
	 
	 
	 
	 



где C(x) - кусочно-постоянная функция.

8. Найти первообразную для функции f(x)=sin2x, график которой проходит

через точку (1, 0).

Решение. Одной из первообразных для этой функции будет функция F(x)=

		= 
	1
	cos 2x , так как
	F/ (x) (
	1
	cos2x)/ 
	1
	(cos 2x) / = 
	1
	( sin 2x)(2x) / sin 2x .

		2
	2
	2
	2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Все первообразные для этой функции даются формулой F(x)+C= 
	1
	cos 2x +C.

		2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



		График функции y=F(x)+C= 
	1
	cos 2x +C будет проходить через точку (1, 0), ес-

		 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		ли,
	подставив x=0
	в выражение 
	1
	 
	cos 2x +C, мы
	получим y=1,
	т.е.,
	если

		2

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		1= 
	1
	cos0 C 
	1
	C . Значит, С=
	3
	, и искомая
	первообразная
	есть
	F(x)=

		 
	 
	 
	 

		 
	2
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 

		 
	1
	cos2x 
	3
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		2
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Упражнения для самостоятельной работы.
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9.Найти первообразную для функции y 23x , график которой проходит через точку (-1, 1).

10.Найти первообразные для следующих функций:





1. 5x,

4. 2x 3x

7. arctgx+arcctgx,

10. 5(x 1)2 ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	13.
	3 x
	 
	,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x 13 x 1

	 
	 
	 
	 

	16.
	 
	x3 1
	 
	,

	x2 x 1

	19.
	x 1
	 
	,
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x 1
	 
	 



22. cos 2 x sin2 x,

	25.
	sin x cos3x,

	28.
	 
	x3 1
	,

	 
	x2 5x 6

	 
	 
	 



31.arcsin x ,

1 x2

34.x5 32 ,

x2

Определение1.2.




2. -3x+4

5.4x

5x

8. 2sin3x-1,

1

11. 7 3x 5 ,

14. 4x3xx ,

17.x4 1 , x2 1

20.sin2 x ,

23.cosx cos3x sin x sin 3x,

26.sin x cos3 x,

29. sin x , cos5 x

		32. shx 
	ex e x

		 
	,

		2

		 
	 



35.x7 1 .

x1




3. 21x ,

6. arcsinx+arccosx,

1

9.x 2 ,

1

12. x12 (7x)x 3 1x ,

x3 15. x 1 ,

18.x6 1 , x3 1

21. sin x cosx,

24. s

		27. sin 4 x cos4 x,
	 

		30.
	 
	ln x
	,
	 
	 

		 
	x
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 

		33.
	chx 
	ex e x
	,

		2

		 
	 
	 
	 
	 



36.x8 1 x2 1






Совокупность всех первообразных для данной функции f(x), определен-

ной на конечном или или бесконечном промежутке, называется неопре-

деленным интегралом от функции f(x) и обозначается символом











x x0 
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f (x)dx , f(x) называется подынтегральной функцией, а выражение f(x)dx – подынтегральным выражением. Таким образом,

f (x)dx =F(x)+C

Здесь F(x) - какая-либо первообразная функции f(x), C - произвольная постоянная. Если функция f(x) имеет первообразную, то говорят, что интеграл существует, а функция f(x) интегрируема. Операция вычисления интеграла

назывется интегрированием функции.

		Так,
	0 dx C , x dx 
	x 1
	 
	C ( 1) , cos xdx sin x C ,

		1

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		a x dx 
	a x
	C, e x dx e x C , 
	1
	 
	dx arcsin x C ,

		 
	 
	 
	 

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln a
	 
	1 x2
	 
	 

		 
	 
	 
	1
	 
	 
	dx arctgx C .
	 
	 
	 
	 
	 

		1
	x
	2
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Геометрически неопределенный интеграл представляет собой однопараметри-

ческое семейство кривых y=F(x)+С на плоскости. Кривые семейства обладают свойствами: касательные, проведенные к графикам этих кривых в точках с одинаковой абсциссой x0 , параллельны, так как y / (x0 ) [F(x) C]/

F/ (x)]x x0 f (x0 ) при любом значении параметра С; поэтому графики не пере-

секаются ни в одной точке.
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График любой первообразной может быть получен сдвигом вверх или вниз графика функции y=F(x) на величину С .

Рассмотрим основные свойства неопределенного интеграла.

1.Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, т. е.

( f (x)dx)/ f (x)

В самом деле, ( f(x)dx) / (F(x) C) / F / (x) (C) / f(x). 

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтеграль-

ному выражению, т. е.

d f(x)dx f(x)dx

Имеем: d f (x)dx d[F(x) C] dF(x) dC F / (x)dx f (x)dx.

3. Неопределенный интеграл от производной функции равен самой функции плюс произвольная постоянная, т. е.

F/ (x)dx F(x) C

Так как F(x) есть первообразная для функции F/ (x), то по определению 1.2.

F/ (x)dx F(x) C .

4.Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен самой функции плюс произвольная постоянная, т. е.

dF(x) F(x) C

Действительно, dF(x) F / (x)dx F(x) C .

Свойства 1-4 выражают тот факт, что операции дифференцирования и

интегрирования являются взаимно обратными.

5.Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла , т. е.

k f(x)dx k f(x)dx
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