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1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО, ПОДПРОСТРАНСТВО. БАЗИС И РАЗМЕРНОСТЬ

№ 1.1. Выяснить, образуют ли линейное пространство множества элементов с “естественными” операциями сложения и умножения на вещественное число. Найти

	базис и размерность. Установить изоморфизм между пространствами Rn
	и Pn .

	 
	x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	...
	 
	} - множество столбцов “высоты” n из вещественных чисел xk R

	Rn ={ x = xk

	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Pn ={ p = n∑−1 ak xk
	} - множество полиномов степени ≤n −1
	с коэффициентами ak R

	k = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	№ 1.2. Проверить, образуютлибазиссистемывекторов.
	 
	 
	 
	 
	 

	Найтикоординатыпроизвольноговектора в этом базисе.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	*12
	 
	 
	*13
	 
	 
	 
	*
	1n
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 

	f1 = 
	 
	00
	,
	f 2 = 
	10
	,
	f3 = 
	*23
	, ...
	,
	fn = 
	*
	32 nn
	Rn

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f 0 =1 = (x − x0 )0 , f1 = (x − x0 )1 ,
	f 2 = (x − x0 )2 , ...
	,
	fn −1 = (x − x0 )n −1 Pn

	№ 1.3. Выяснить, образуют ли подпространство подмножества векторов.

	Найти базис и размерность.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 

	a. плоскость S V , проходящая (не проходящая) через начало координат;

	 
	x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	...
	(xm +1 =... = xn =0)} Rn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	b. L ={x = xm
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	c. L={ p =m∑−1 ak xk (am =...=an−1 =0)};
	L ={ p : p (x0 )= p′(x 0 )=... = p(m−1) (x0 )=0 } Pn

	 
	k=0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a. прямая L V , проходящая (не проходящая) через начало координат;

	 
	 
	0
	 
	 
	0)} Rn
	 
	 

	b. L ={x = xm...+1
	(x1 =... = xm =
	 
	 

	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	c. L
	n−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	={p = ∑ ak xk (a 0 =...=am−1=0)}; L={p: p(m) (x 0 )=p(m+1) (x0 )=...= p(n−1) (x 0 )=0} Pn

	 
	k=m
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	№ 1.4. Даны два подпространства
	L1,
	L2 . Найти базис и размерность суммы L1 + L2

	и пересечения L1∩L2 . Проверить справедливость формулы Грассмана.

	 
	 
	x1
	 
	 
	 
	 
	0
	 

	L1
	 
	x
	 
	 
	},
	L2
	 
	y
	 

	={x = x32
	 
	={y = 
	y 32
	} R5

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	y 4
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	0
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	L1 ={ p = a 0 + a1x + a 2 x 2 },
	L2 ={q = b 2 x 2 +b3 x 3 + b4 x 4 } P5
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Теория

1º Линейным пространством E называется множество элементов a, b, c, ...

(называемых векторами), на котором введены операции сложения {+} элементов между собой и умножения {×} ≡{×} на число α, β, γ, ... , удовлетворяющие условиям 1 −8





	1
	a + b = b + a
	5
	α (a + b) =α a +α b

	2
	(a + b) + c = a + (b + c)
	6
	(α + β) a =α a + β a

	3 0 : a a +0 = a
	7
	(α β) a =α (β a)

	4
	a (−a) : a + (−a) = 0
	8
	1 a = a






α 0 = 0 a = 0

(−a) = (−1 ) a






Операции {+} (векторов) и {×} (на число) называются линейными, а потому комбинация векторов {a1, ... , ak , ... , am } с коэффициентами {α1, ... , αk , ... , αm }

m

b =α1 a1 + ... +αk a k + ... + αm a m = ∑ α k a k

k =1

получила название линейной комбинации.

Рассмотрим “крайние” ситуации, когда линейные комбинации порождают только 0 (своего рода “ничто”) или, наоборот, образуют все пространство E .

2º Система векторов { f1, ... , f k , ... , fm } называется линейно независимой, если равенство нулю линейной комбинации

m

∑α k fk = 0 k =1

возможно только в тривиальном случае α1 =... =αk =... =αm = 0 . (и линейно зависимой, если хотя бы один из коэффициентов αk 0 ≠0 ).

Очевидно, если среди векторов имеется нулевой f k 0 = 0 , то система линейно зависима. В общем случае, термин “зависимый” поясняет следующая

Теорема

	 
	Для того,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1) чтобы система векторов { f1,
	... ,
	fk , ... ,
	fm } была линейно зависимой
	 

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1) чтобы хотя бы один из векторов выражался линейно через остальные
	∑ α k f k

	 
	(“зависел” от остальных, в частности, от предыдущих ) f k 0 = −
	1

	 
	α

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 

	Теорема
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	k ≠k 0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Элементарные операции
	j
	 
	{
	... ,
	 
	... , fj , ... }
	{ ... ,
	fj , ... ,
	fi , ... }

	 
	1)“перестановка”
	i
	 
	fi ,

	 
	2)“умножение”
	α³ k
	 
	 
	{
	... , fk , ... }
	{ ... , α fk , ...
	}, α ≠ 0

	 
	3)“сложение” i
	+ j
	 
	{
	... ,
	fi , ... ,
	fj , ... }
	{ ... , fi + fj , ... ,
	fj , ... }

	 
	не изменяют характера системы (линейно независимой или зависимой)
	 
	 

	Из простого наблюдения
	лнз
	 
	сужение
	 
	{ f1,
	... ,
	fk }
	 
	 
	лнз

	{ f1, ... , fk , ... , fm }
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	{
	f1, ... ,
	fm ,
	fm +1, ... }
	тем более

	 
	 
	лз
	 
	расширение
	 
	 
	лз



вытекает вопрос о поиске max возможной линейно независимой системы векторов.
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3º Система векторов { g1, ..., gk , ..., gm } называется полной, если линейные комбинации

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	m
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b = ∑ βk g k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k =1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	порождают все пространство E (и неполной, если не все).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Очевидно, если среди векторов имеется нулевой
	g k 0 = 0 , то он “лишний”,
	т.е. его

	можно безболезненно удалить, не нарушив свойства полноты (неполноты).
	 
	 

	Теорема
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Элементарные операции
	j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+j

	 
	1) “перестановка”
	i
	 
	2) “умножение”
	α³ k
	3) “сложение”
	i

	 
	не изменяют характера системы (полной или неполной)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следовательно, если некоторый вектор g k 0
	есть линейная комбинация остальных, то он

	“лишний”, т.е. его можно удалить,
	не нарушив полноты (неполноты).
	 
	 
	 
	 

	Из простого наблюдения
	полн
	 
	расширение {
	g1, ... , gm ,
	gm +1 , ...
	}
	 
	 
	 
	полн

	{ g1, ... , gk , ... ,
	gm }
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	{ g1, ...
	, gk }
	тем более

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	неполн
	 
	 
	сужение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	неполн

	вытекает вопрос о поиске min возможной полной системы векторов.
	 
	 
	 
	 
	 

	4º Базисом называется полная и линейно независимая система векторов
	 
	 

	Теорема
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	{e } ={ e1, ... , ek , ... , en }
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Элементарные операции
	j
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	α³ k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+j

	 
	1) “перестановка”
	i
	 
	2) “умножение”
	3) “сложение”
	i

	 
	не изменяют характера системы (базисной или небазисной)
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Из сравнения: лнз
	{ f1, ... ,
	fm }
	 
	и
	полн
	{ g1, ..., gn }
	 
	m ≤ n , вытекает

	Теорема
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n векторов, называемом

	 
	Все базисы состоят из одного и того же числа

	 
	размерностью пространства
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dim E = n 
	E ≡ En
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Следовательно, базис
	 
	max
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	лнз
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	{e1, ... , ek , ... , en }
	 
	 
	возможная
	 
	система векторов
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	min
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	полн
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема (другое определение базиса)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Для того,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1) чтобы система векторов { e } ={ e1,
	... , ek ,
	... , en } была базисом
	 
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1) чтобы a E
	 
	единственным образом выражался через векторы системы

	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	= x1 e1 + ... + xk ek + ... + xn en
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a = ∑xk
	ek
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k =1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Коэффициенты (x1, ..., xk , ...,
	xn )
	в разложении вектора a по базису {e } называются

	координатами вектора a в базисе { e }
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	{e }
	 
	x1
	 
	 
	{e }
	 
	 
	y1
	 
	 
	 
	 
	{e }
	 
	α x1+β y
	1 
	 

	 
	...
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 

	 
	a → x =
	 
	x
	k
	 
	,
	b → y =
	 
	y
	k
	 
	α a
	+β b → α x
	+β y =
	α x
	k
	 
	+β y
	k 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 

	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	xn 
	 
	 
	 
	 
	yn 
	 
	 
	 
	 
	 
	α xn
	+β yn 
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№ 1.1.

Для столбцов “высоты” n удобно принять “свернутое” (тензорное) обозначение x = xk 

Операции сложения {+} столбцов между собой и умножения {×} столбцов на число

	порождаются соответствующими операциями над векторами a En
	 
	и потому выглядят

	“естественным” образом:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x + y = x
	k
	 
	 
	+ 
	y
	k
	 
	 
	 
	=
	x
	k
	+ y
	 
	 
	,
	 
	 
	α × x =α × x
	k
	 
	= α × x
	k
	≡ 
	α x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 

	так
	что проверка
	 
	аксиом
	 
	1 −8
	 
	линейного
	пространства
	 
	сводится
	к выяснению

	соответствующих свойств для компонент (т.е. для чисел),
	что очевидно:
	 
	 

	1
	x + y = x
	k
	+ y
	k
	= y
	k
	+ x
	 
	= y + x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 ( x + y) + z
	= (x
	k
	+ y
	k
	 
	) + z
	k
	= x
	k
	+
	( y
	k
	+ z
	k
	) = x + ( y + z )
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3 0 = 0
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x = 
	 
	 
	x
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	x +
	0 = x
	k
	+ 0 
	= x
	k
	= x
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4 x = x
	(−x) = 
	 
	− x
	k
	:
	x + (−x) = x
	k
	− x
	k
	 
	= 0
	= 0
	 
	 
	 

	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5 α ( x + y) = α(x
	k
	+ y
	k
	)
	=
	αx
	k
	+ α y
	k
	=
	α x
	+
	 
	α y
	k
	=α x +α y

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6 (α + β) x
	= (α
	+
	β) x
	k
	 
	=
	αx
	k
	 
	+ β x
	k
	= α x
	+
	 
	βx
	k
	=α
	x + β x
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	7 (α β) x = (α β) x
	k
	 
	 
	=
	α (β x
	k
	)
	 
	= α
	 
	 
	(β x
	k
	) =α (β x)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8 1 x = 
	1 x
	k
	 
	 
	= x
	k
	= x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Далее найдем какой-либо базис и выясним размерность линейного пространства Rn . Имеем

	x1
	 
	x1
	 
	0
	 
	 
	0 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	0 
	 
	0 
	 
	 
	 

	...
	 
	=
	...
	 
	...
	+...+
	...
	 
	=x
	 
	...
	+...+x
	 
	 
	...
	 
	+...+x
	 
	...
	 
	=x e +...+x e +...+x e

	x= x
	 
	 
	 
	+...+ x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 

	...
	 
	 
	... 
	 
	... 
	...
	 
	1
	 
	 
	k
	 
	 
	n
	...
	 
	1 1
	k k
	n n

	 
	k
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	0
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	x
	n
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	\\
	 
	 
	 
	 
	 
	\\
	 
	 
	 
	\\
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	e1
	 
	 
	 
	 
	 
	ek
	 
	 
	 
	en
	 
	 
	 

	Полученное разложение произвольного вектора
	 
	 
	x ,
	очевидно (?!),
	однозначно,
	так что

	“диагональная” система векторов
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	{e }={e1, ... ,
	ek , ... ,
	en }={ ...0
	, ...
	 
	, 
	...
	, ... ,
	 
	...
	}
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	1
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 

	образует базис в Rn
	 
	 
	dim Rn = n .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Замечание. Полученный базис называют каноническим; координатами вектора-столбца в немявляютсякомпонентыстолбца; поэтому пространство Rn называютещекоординатным.

Дополнение. Проверить, что множество “положительных” столбцов

Rn+ ={ x+ = x+k , x+k > 0 }

на котором введены “неестественные” операции сложения  столбцов между собой и умножения  столбцов на число

	x+
	 
	 
	 
	 
	 
	y+= x+ 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y+ 
	= x+ ×y+ 
	≡ x+ y+ , α x+=α
	x+ 
	= x+ ^ α 
	≡ 
	(x+ )α
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k 
	k k 
	k k 
	k 
	k
	 
	 
	k
	 



образует линейное пространство. Найти базис и размерность.
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Замечание. Два пространства E и F (над одним и тем же множеством чисел R или C ) называются изоморфными E ~ F , если между векторами пространств можно установить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее линейную структуру:

E e ↔ f F E α1 e1 +α2 e 2 ↔ α1 f1 +α2 f 2 F

Теорема

Для того,

1) чтобы два пространства En ~ Fm были изоморфными

1) чтобы dim En = n = m = dim Fm

Изоморфные пространства по существу неотличимы друг от друга (т.е. различаются только формой записи векторов):





	Pn
	p =a 0 x 0 + ... +ak−1 xk −1+ ... +an −1 xn −1 ≡a0
	, ... , ak−1, ... ,
	an−1

	 
	\\
	\\
	\\

	 
	 
	x1
	xk
	xn






	 
	 
	a 0
	 
	 
	 
	x1
	 
	 

	↔
	...
	 
	≡
	 
	... 
	=x Rn

	 
	ak−1
	 
	 
	xk
	 

	 
	...
	 
	... 
	 

	 
	a
	n−1
	 
	 
	 
	x
	n
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 








	Rn+ y+ = yk+ 
	↔
	xk = x Rn

	\\
	 
	//

	exp(xk )
	 
	ln( yk+)



Замечание. Пространство Pn удобно рассматривать как частный случай пространств

Pnλ ={ pλ = p λ (x) = eλx p(x), p(x) Pn } Pn = Pn0 (λ = 0)

Замечание. Естественная связь между векторами линейного пространства a En и столбцами их координат x Rn в заданном базисе { e }: a ↔x есть по сути установление изоморфизмамеждуабстрактнымпространством En икоординатнымпространством Rn .

№ 1.2.

Чтобы проверить, образует ли базис система из n векторов n -мерного пространства, достаточно выяснить что-либо одно: является ли она линейно независимой или полной.

Проверим линейную независимость “верхне-треугольной” системы векторов

	 
	1 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 

	f1
	 
	0
	 
	f 2
	 
	 
	1
	 
	 
	f 3 =
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	Rn

	= 
	0
	,
	=
	 
	0
	 
	,
	 
	1
	, ...
	 
	,
	fn = 
	*
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 

	Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	*
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 

	α1 f1 +... +αk f k +... +αn fn = 0
	 
	 
	 
	... 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	... 
	 
	...
	 
	 
	 

	α1 
	0
	 
	+...+αk 
	1
	 
	+...+αn 
	*
	 
	= 
	0
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	... 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	... 
	 
	...
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	0
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1 α1
	+...+
	* αk +...+ * αn
	= 0
	 
	 
	 
	 
	α1
	= 0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	+...+
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	... ...

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 α
	k
	*
	α
	n
	= 0
	 
	 
	 
	αk
	= 0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	... ...

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	α
	n
	= 0
	 
	 
	 
	αn = 0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Итак, линейная комбинация рассмотренной системы векторов может быть равной нулю только в единственном случае α1 =... =αk =... =αn = 0 , т.е. она линейно независима.

Следовательно, “верхне-треугольная” система из n векторов образует базис в Rn . Замечание. Очевидно, базис образует и “нижне-треугольная” система из n векторов.
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№ 1.3.

	Подпространством
	называется подмножество
	Lm En ,
	которое
	само образует

	пространство относительно введенных в En операций сложения и умножения.

	Очевидно(?!), dim Lm = m ≤ n = dim En .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Для того, чтобы L
	было подпространством, достаточно, чтобы операции сложения и

	умножения не выводили из L (аксиомы 1 −8 отсюда следуют автоматически)

	 
	a1, a 2 L α1 a1 +α2 a 2 L
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Замечание: если 0 L , то L заведомо не является подпространством.
	 

	№ 1.3. a.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	αr

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Геометрическое пространство V - это множество трехмерных
	r
	 

	направленных отрезков (геометрических векторов), выходящих
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	из некоторой фиксированной точки O (начала
	отсчета) и
	 
	 
	 
	 
	 
	q

	заканчивающихся в
	произвольной
	точке
	A пространства
	0
	 
	 
	 
	 
	 

	(радиус-векторы r = rOA = OA точек
	A , которые в дальнейшем
	 
	 
	 
	 
	p
	p +q

	удобно отождествлять с соответствующими точками).
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Плоскость S , проходящая через “точку” r0
	параллельно векторам p
	 
	 
	 
	q
	- это множество

	 
	 



векторов ( ≡точек), удовлетворяющих параметрическому уравнению S ={r = r0 + pu + q v}.

	Радиус-вектор ( ≡точка) r0 , через который проходит плоскость S , разумеется,
	задается

	неоднозначно. Очевидно, если потребовать
	r0 S
	r0 p, q ,
	то
	r0 - единственный.

	Выясним, при каком условии, плоскость S образует подпространство вV :
	 

	 
	 
	 
	r1, r2 S 
	 
	?
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	α1 r1 +α2 r2 S
	 
	 
	 

	Имеем
	 
	 
	r1 = r0 + pu1 + q v1,
	r2 = r0 + pu 2 + q v 2
	 
	 
	 

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	α1 r1 + α2 r2 = (α1 + α2 )r0 + (α1 u1 + α2 u 2 ) p + (α1 v1 + α 2 v 2 )q
	 

	 
	 
	 

	так что,
	 
	 
	\\?
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	r0
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	α1 r1 +α2 r2 S (α1 +α2 )r0 = r0 α1 , α2 r0 = 0 0 S

	т.е. подпространством вV являются только плоскости, проходящие через начало координат.

	Векторы
	{p,
	q}
	образуют базис в двумерном подпространстве
	S ( dim S = 2 ), а

	параметры (u,
	v)
	играют роль координат вектора
	r = pu + q v S
	в базисе {p,
	q}.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	r1 +r2 S

	 
	 
	r2
	r1 +r2 S
	 
	r2
	 
	r1
	 

	S
	0
	 
	r1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	S 0
	 
	 
	 

	Замечание. Плоскость S можно определить иначе:
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	S ={ r : (r − r0 , p, q )= 0 }
	 
	 
	 

	Опираясь на приведенное описание выяснить, когда плоскость S - подпространство.

	Замечание. Прямая L , проходящая через “точку” r0 параллельно
	вектору
	p - это

	множество векторов ( ≡точек), допускающих описание
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	L ={r = r0 + p u }
	(L ={ r : r − r0 , p = 0 } )
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№ 1.3. b.

	Совокупность столбцов
	 
	 
	 
	 
	 
	x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L ={x =
	 
	 
	...
	 
	(xm +1 =... = xn = 0)}
	={x = 
	...
	} Rn

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xm
	 
	xm 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	по существу “высоты”
	 
	m < n , очевидно, является подпространством
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x1 
	 
	 
	 
	y1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	α x1
	 
	+ β y1
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	=
	 
	 
	... 
	,
	y =
	 
	...
	 
	L α x + β y =
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	L
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x
	m 
	 
	 
	y
	m 
	 
	αx
	m
	 
	+ β y
	m 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	размерности dim L = m < n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x1 
	 
	 
	 
	x1 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	...
	= 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	= x1 
	...
	+ ... + xm 
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x =
	xm
	0 + ... +
	xm 
	0
	1 = x1 e1 + ... + xm em

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	№ 1.3. c.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Совокупность полиномов степени ≤ (m −1) (m < n)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L ={ p = m∑−1 ak xk (am = ...
	= an −1 = 0)}= Pm Pn
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k =0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	очевидно, образует подпространство размерности dim L = m < n .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Совокупность полиномов, удовлетворяющих условиям
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L =
	{ p : p (x 0 )= p′(x 0 )= ...
	= p(m −1) (x0 )= 0 } Pn
	 
	 
	 
	 
	 

	как следует из формулы Тейлора
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	n−1
	 
	p(k ) ( x
	0
	)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n−1 p(k ) (x )
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	p = p(x) = ∑
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(x − x0 )k =
	∑
	 
	 
	0
	(x
	− x 0 )k =
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	k!
	 
	 
	 
	 
	k!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	k = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k =m
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(n −m) −1
	p(k +m) (x0 )
	 
	 
	 
	 
	 
	k +m
	 
	 
	 
	 
	m
	(n −m)
	−1
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	((x
	 
	 
	m
	*Pn −m )

	=
	∑
	 
	 
	 
	(x − x0 )
	 
	 
	 
	 
	=
	(x − x0 )
	 
	 
	∑
	bk (x − x0 )
	 
	 
	− x0 )
	 

	(k +m)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	k = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k = 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



очевидно, образует подпространство размерности dim L = (n − m) .

Линейной оболочкой векторов {a } ={a1, ... , a k , ... ,am } называется множество всех линейных комбинаций

m

L = Lin{a1, ... , a k , ... ,am }={b = ∑αk ak } En

k =1

Очевидно, линейная оболочка является подпространством и всякое подпространство является линейной оболочкой некоторой системы векторов (например, своего базиса).

	Совокупности
	 
	x1
	 
	 
	 

	 
	 
	L ={ p = m∑−1 ak xk } Pn

	 
	L ={ x = 
	x...m } Rn
	и

	 
	 
	0
	 
	 
	k = 0

	 
	 
	 
	 
	 



по существу заданы как линейные оболочки линейно независимых систем векторов

	1
	 
	 
	0
	 
	 

	Lin{e1, ... ,em }= Lin{
	...0
	 
	, ... , 
	...
	},
	Lin{e1, ... ,em } = Lin{x 0 , ... , xm −1 }

	1

	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 



образующих автоматически базисы в этих подпространствах.
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№ 1.4.

Пересечением L1 ∩L2 двух подпространств L1, L2 называется множество

L = L1 ∩L2 ={ a a L1 , a L2 }

Суммой L1 + L2 двух подпространств L1 , L2 называется множество

L = L1 + L2 ={ a a1 L1, a 2 L2 : a = a1 + a 2 }

Пересечение L1 ∩L2 и сумма L1 + L2 являются подпространствами, при этом их размерности связаны формулой Грассмана

dim (L1 +L2 ) + dim (L1 ∩L2 ) = dim (L1 ) + dim (L2 )

	Замечание. Сумма называется прямой, если L1∩L2 =0 , и обозначается L1 +i L2 . Очевидно,

	a L1 +i L2 однозначно разлагается в сумму
	 
	a = a1 + a 2 ,
	a1 L1,
	a 2 L2 , при этом

	dim( L1 +i L2 )= dim(L1 ) + dim(L2 )
	 
	 
	 
	 
	 

	S1
	 
	S1 +S2 =V
	 
	 
	 
	L
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L+i S =V

	S1∩S2 =L
	 
	 
	 
	 
	 
	L∩S =0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	S2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	S

	Из “специального” вида подпространств
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	L1 = {x =
	x
	 
	},
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	32
	 
	} R5

	x32
	 
	 
	 
	 
	 
	L2 = {y = y
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	y
	4
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	легко следует, что
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x1
	 
	 
	0
	 
	 
	x1
	 
	 
	z1
	 
	 

	L1 +L2 ={x + y =
	x
	 
	 
	y
	32
	 
	x
	+y
	 
	 
	z
	 
	 
	=z }

	x32
	 
	+
	 
	y
	 
	= x23+y 32
	 
	=
	z 32
	 

	 
	 
	0 
	 
	 
	y
	4
	 
	 
	y 4
	 
	 
	 
	z 4
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x1
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 

	L1 ∩ L2 ={x =y 
	x
	 
	 
	y
	32
	 
	x
	=y
	 
	 
	z
	 
	 
	=z }

	x32 
	=
	y
	 
	x
	23=y 32
	 
	=
	z 32
	 

	 
	0
	 
	 
	 
	y
	4
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	так что
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3

	//
	 
	 
	 
	 
	//
	 
	 
	 
	 
	//
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	//

	dim(L1 + L2 ) + dim(L
	1 ∩L2 )= dim (L1 )
	+ dim (L2 )
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2.ЛИНЕЙНЫЕ ОБОЛОЧКИ. РАНГ МАТРИЦЫ

№2.1. Является ли система векторов линейно зависимой, и найти эту зависимость.

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a
	1
	= 
	1
	 
	,
	a
	2
	= 2
	 
	,
	a
	3
	= 4 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	7
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	−1 

	a
	1
	= 
	−3
	 
	,
	a
	2
	= 
	−2
	 
	,
	a
	3
	= 
	−2
	 
	,
	a
	4
	= 
	1
	 

	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	−8
	 
	 
	 
	 
	−6
	 

	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	−3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



№ 2.2. Найти базис и размерность линейной оболочки системы векторов.

	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	−5 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 

	a. a
	1
	= 
	−1
	 
	,
	 
	 
	 
	a
	2
	= 
	3
	 
	,
	a
	3
	= 
	6
	 
	,
	 
	 
	a
	4
	= 
	0 
	 
	 

	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−8
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−4
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 

	b. . a1
	 
	−3 
	 
	 
	 
	 
	a 2
	 
	−2 
	 
	a 3
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	a 4
	 
	−7 
	 
	 

	= 
	2
	,
	 
	 
	 
	= 
	3
	,
	= 
	−5
	,
	 
	 
	= 
	4
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−3
	 
	 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−8
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	−3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	 
	−3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−14
	 
	 
	 

	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3 
	 
	 
	 
	 
	4 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 

	a. a
	1
	= 2 
	,
	 
	 
	 
	a
	2
	= 
	7
	 
	,
	a
	3
	= 10
	 
	,
	 
	 
	a
	4
	= 5 
	 
	 

	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−3 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−4 
	 
	 

	b. a1
	 
	3 
	 
	 
	 
	 
	a 2
	 
	−8 
	 
	a 3
	 
	9
	 
	 
	 
	 
	a 4
	−14 
	 
	 

	= 
	−2
	,
	 
	 
	 
	= 
	5
	,
	= 
	−6
	,
	 
	 
	= 
	9
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 

	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 

	№ 2.3. Найти базис и размерность суммы двух подпространств L1 + L2 .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 

	L1 = Lin{a1
	 
	 
	 
	−1 
	, a 2
	 
	−1 
	 
	}, L2 = Lin{b1
	 
	1 
	, b2
	 
	−3 
	}
	R5

	=
	 
	2
	 
	= 
	7
	 
	 
	=
	 
	7
	 
	= 
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	−3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	−6
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−1
	 
	 
	 
	 
	−2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	−5
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 
	 
	 
	 
	−3 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 
	0 
	 
	 

	L1 = Lin{a1
	 
	 
	 
	2 
	 
	 
	 
	−5 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5 
	 
	 
	 
	2 
	}
	R5

	=
	 
	−1
	 
	, a 2
	= 
	0
	 
	 
	}, L2 = Lin{b1 = 
	−4
	 
	, b2
	= 
	−5
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 



№ 2.4. Найти ранг матрицы. Указать базисные строки и столбцы.

	 
	1
	3 −2
	2
	3
	1 

	A = 
	−2
	−6 4
	−4
	−6
	−2 

	 
	1
	3 −1
	1
	3
	−1 

	 
	2
	6 −3
	3
	6
	0
	 

	 
	 

	 
	1
	−2
	3
	−1
	0
	1 

	A = 2
	−4
	6
	−2 0 2
	 

	 
	2
	−4
	5
	−1
	−3 4
	 

	 
	3
	−6
	8
	−2 −3 5
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