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1.ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

1.1. Производная функции одной переменной 1.1.1. Определение производной

Пусть функция y f x определена на интервале (а, b) и задано число

	x a, b .
	Придадим х приращение х так, чтобы x
	x
	a, b . Приращение

	аргумента
	х вызовет приращение функции y f x
	x
	f x .



Предел (если он существует) отношения приращения функции у к приращению аргумента х при х → 0 называется производной функции у = f(х) в точке х и обозначается f'(х), т. е.

	lim
	y
	lim
	f x
	x
	f x
	f x .

	x
	 
	x
	 

	x 0
	x 0
	 
	 



При этом сама функция у = f(х) называется дифференцируемой в точке х. Функция у = f(х) называется дифференцируемой на интервале (а, b), если

она дифференцируема в каждой точке этого интервала.

Для обозначения производной также используются следующие символы:

dy у , ух , f x x , dx .

1.1.2. Основные правила дифференцирования

Пусть С – произвольная постоянная, и = и(х) и v = v(х) – дифференцируемые функции на интервале (а, b), тогда:

	1)
	u
	v
	u
	v ;
	 
	 

	2)
	C u
	C u ;
	 
	 

	3)
	u
	v
	u
	v u
	v ;

	4)
	 
	u
	 
	u v u v
	 
	, v(х) ≠ 0.

	 
	v
	 
	 
	v2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 



Пусть сложная функция у = f [ и (х)] определена на области D.

Если функция и = и(х) имеет производную и х в точке х D, а функция у = f(и) имеет производную fu в соответствующей точке и = и(х), то сложная функция у = f [ и (х)] имеет производную yx в точке х, которая находится по

формуле:

yx fu ux

1.1.3. Таблица производных основных элементарных функций

	1) С
	0, C = const;
	2) un
	nun 1 u ;














	3)
	ln u
	 
	u
	 
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4)
	loga u
	 
	 
	 
	u
	;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u ln a
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5)
	еи
	еи и ;
	 
	 
	 
	 
	 
	6)
	аи
	аи lna и ;
	 
	 

	7)
	sin u
	 
	 
	 
	cos u
	 
	u ;
	 
	 
	 
	8)
	cosu
	 
	 
	sin u
	u ;
	 
	 

	9)
	tg u
	 
	 
	 
	 
	u
	;
	 
	 
	 
	10)
	ctg u
	 
	 
	 
	u
	 
	 
	;
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	cos2u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin2u
	 
	 

	11)
	arcsin u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u
	 
	 
	;
	12)
	arccos u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u
	 
	;

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1 u2
	 
	 
	 
	 
	1 u2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	arctg u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u
	 
	 
	 
	 
	arcctg u
	 
	 
	 
	 
	u
	 
	 

	13)
	 
	 
	 
	 
	 
	;
	 
	 
	14)
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 

	1
	 
	u2
	 
	 
	1
	 
	 
	u2
	 
	 



1.1.4. Производная параметрически заданной функции

Параметрически заданной функцией называется функция, у которой зависимость переменной у от переменной х задана через вспомогательную переменную t в виде

yy(t) , x x(t)

	где переменная t
	t1, t2 – называется параметром.

	Производная функции, заданной параметрически, находится по формуле:

	y
	x
	dy
	yt
	, где
	x 0 .
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	dx
	xt
	t
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	1.1.5. Дифференцирование показательно-степенной функции

	Функцию вида y
	u(x) v(x)
	uv , x D ,
	u(x) 0 , где и основание и, и

	показатель v являются функциями аргумента x
	D , называют показательно-

	степенной функцией.
	 
	 
	 

	При нахождении производной показательно-степенной функции удобно

	применять метод логарифмического дифференцирования.

	Логарифмируя функцию y
	u v по основанию e, получаем

	ln y
	ln u v
	 
	ln y
	v ln u .
	 
	 



Дифференцируем обе части последнего равенства по х:

	 
	 
	y
	v ln u v
	u
	 
	 
	 

	ln y
	v ln u
	 
	 
	.
	 
	 
	 

	y
	u
	 
	 
	 

	Выражаем у' и подставляем функцию у = иv:
	y u v v ln u v
	u
	.

	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	u











f (b)


1.1.6. Производные второго и более высоких порядков

Пусть функция y f (x) дифференцируема на некотором отрезке [a, b].

Производная (если она существует) от первой производной называется

производной второго порядка или второй производной от первоначальной функции f (x) и обозначается символом

yили f (x): y yf (x) .

Производная (если она существует) от второй производной называется

производной третьего порядка или третьей производной от первоначальной функции f (x) и обозначается символом

yy f (x) .

Аналогичным образом могут быть вычислены производные более высоких порядков. Производной n-го порядка (если она существует) от функции y f (x)

называется производная от производной (п – 1)-го порядка и обозначается символом

y(n) ( y(n 1) ) f (n) (x) .

1.2.Приложения дифференциального исчисления функции одной переменной

1.2.1. Основные теоремы дифференциального исчисления

Теорема Ролля. Если функция f (x) непрерывна на [a, b],

дифференцируема во всех внутренних точках этого отрезка и на концах х = а и х = b обращается в нуль (т. е. f (a)  0 ), то внутри отрезка [a, b]

существует, по крайней мере, одна точка х = с, a < c < b, в которой производная f c 0 .

Теорема Лагранжа. Если функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b] и

дифференцируема во всех внутренних точках этого отрезка, то внутри отрезка [a, b] найдется, по крайней мере, одна точка х = с, a < c < b, что

	f b f a
	f c b a .



Теорема Коши. Если f (x) и φ x – две функции, непрерывные на отрезке [a, b] и дифференцируемые внутри него, причем φ xнигде не обращается в

нуль внутри этого отрезка, то внутри отрезка [a, b] найдется такая точка х = с, a < c < b, что

	f b
	f a
	 
	f c
	.

	 
	 
	 

	φ b
	φ a
	 
	φ c














1.2.2. Правило Лопиталя – Бернулли раскрытия неопределенностей

	Теорема 1. Раскрытие неопределенности вида
	0
	.
	 
	 
	 
	 

	0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	функции
	f (x) и g x определены в промежутке (a, b];
	 
	 
	 
	 

	2)
	 
	lim f (x)
	0 , lim g(x)
	0 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x a
	 
	 
	 
	 
	x
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	существуют в промежутке [a, b) конечные производные f
	x и g x .
	 

	Тогда, если существует предел (конечный или бесконечный)
	lim
	f (x)
	 
	k ,

	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x a g (x)
	 

	то существует и lim
	 
	f (x)
	, причем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	a g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	f (x)
	lim
	 
	f (x)
	k .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	g (x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x a g(x)
	x a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема 2. Раскрытие неопределенности вида
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1)
	функции
	f (x) и g x определены в промежутке (a, b];
	 
	 
	 
	 

	2)
	 
	lim f (x)
	 
	 
	,
	lim g(x)
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	x a
	 
	 
	 
	 
	 
	x a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	3)
	существуют в промежутке [a,
	b) конечные производные
	f
	x
	и g
	x
	,

	причем g x
	0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда, если существует предел (конечный или бесконечный)
	lim
	 
	f (x)
	 
	k ,

	 
	g (x)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	a
	 
	 

	то существует и lim
	 
	f (x)
	, причем
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	a g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	lim
	 
	f (x)
	 
	lim
	 
	f (x)
	k .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	g(x)
	 
	g (x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x a
	 
	x a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема
	1 и теорема 2 верны
	и
	в том случае,
	если x
	 
	,
	 
	x
	 
	,

	x
	,
	x
	a
	0 ,
	 
	x
	a
	0 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Для раскрытия неопределенностей вида [0 ∙ ∞] преобразуем

	соответствующее произведение
	f (x)
	g(x) , где
	lim f (x) 0 и lim g(x)
	,
	в

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x a
	 
	x
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	f (x)
	 
	 
	f (x)
	 
	0
	 
	 
	 
	g(x)
	g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	частное
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(тип
	 
	) или
	 
	 
	 
	 
	 
	(тип
	 
	 
	).
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	g(x) 1
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	f (x) 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f (x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Вслучае неопределенности вида [∞ – ∞] следует преобразовать

	соответствующую разность f (x) g(x) , где lim f (x)
	и lim g(x)
	, в






	x a
	x a
















	произведение f (x) 1
	g(x)
	и раскрыть
	 
	 
	неопределенность
	 
	g(x)
	. Если

	 
	 
	 
	 
	f (x)

	f (x)
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	g(x)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	0
	 
	 
	 
	 

	lim
	1, то приводим выражение к виду
	 
	 
	f (x)
	 
	(тип
	 
	).
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f (x)
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	0
	 
	 
	 

	x a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



f (x)

Неопределенности вида [1∞], [00], [∞0] раскрывают с помощью предварительного логарифмирования и нахождения предела логарифма степени

f (x) g(x) .

1.2.3. Формула Тейлора и Маклорена

Пусть функция f (x) имеет в точке а и некоторой ее окрестности

производные до (п + 1)-го порядка включительно. Пусть х – любое значение аргумента из указанной окрестности, х ≠ а. Тогда между точками х и а найдется точка такая, что справедлива формула Тейлора

	f (x)
	f (a)
	f (a)
	 
	(x
	a)
	 
	f (a)
	(x
	a)2
	f (a)
	(x a)3 ...
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2!
	 
	 
	 
	 
	3!
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	f (n) (a)
	(x a)n
	 
	 
	f (n 1) ( )
	(x a)n 1.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(n
	1)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Последнее слагаемое в формуле Тейлора называется остаточным членом

	в форме Лагранжа и обозначается Rn (x) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Так как точка
	лежит между х и а, то найдется число θ из интервала 0 < θ

	< 1 такое, что = а + θ (х – а) и остаточный член примет вид
	 
	 

	Rn (x)
	 
	f (n 1) a
	 
	 
	(x a)
	(x a) n 1 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	(n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	1)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Формулу Тейлора при а = 0 называют формулой Маклорена:
	 
	 

	f (x)
	f (0)
	f (0)
	x
	f (0)
	x 2
	 
	f
	(0)
	x3
	...
	f (n) (0)
	x n R
	 
	(x) .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n

	 
	 
	 
	 
	 
	1!
	 
	 
	 
	2!
	 
	 
	 
	3!
	 
	 
	 
	n!
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



В этом случае остаточный член в форме Лагранжа примет вид:

		Rn (x)
	f (n 1) ( x)
	x n 1,

		(n 1)!

		 
	 



где 0 < θ < 1.

1.2.4. Разложение элементарных функций по формуле Маклорена

Разложения основных элементарных функций по формуле Маклорена имеют вид:

	e x
	 
	 
	x
	x 2
	 
	x3
	 
	x n
	 
	x n 1
	x ;

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	 
	 
	e

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1!
	2!
	3!
	 
	n!
	 
	(n 1)!
	 












	 
	 
	sin x
	x
	 
	 
	x3
	 
	 
	 
	 
	 
	x5
	...
	 
	 
	 
	1 n
	x2n 1
	 
	 
	1 n 1
	x2n 1
	 
	cos x ;
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	3!
	 
	 
	 
	5!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2n
	1 !
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2n 1)!
	 
	 

	 
	 
	cos x
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	x4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n x2n
	 
	 
	 
	 
	n 1
	 
	 
	x2n 2
	 
	 
	x ;
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	...
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2!
	 
	 
	 
	 
	4!
	 
	 
	2n !
	 
	 
	 
	 
	(2n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2)!
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	m
	 
	m(m 1m)
	 
	 
	 
	 
	 
	mm((mm 11))(m
	m2)(m 1)(m
	2)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	(1 x)m
	1
	(1
	xx)m
	1
	 
	 
	 
	 
	xx2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	x3 ...
	 
	 
	 
	x3 ...
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1!
	 
	 
	2!
	 
	1!
	 
	 
	 
	 
	 
	2!
	3!
	 
	 
	 
	 
	 
	3!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	m(m
	1)(m
	m2)(...m(m1)(nm 12) )...(mm(nm 11))...(m m(nm)(1
	 
	 
	m n 1
	x )
	m n 1

	 
	1)...x()m
	n)(1
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	xn
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	xn 1;,
	 
	xn 1,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n!
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(n
	1)!
	 
	 
	(n
	1)!
	 
	 
	 

	 
	 
	ln(1
	x)
	 
	x
	 
	 
	x2
	 
	 
	x3
	 
	x4
	 
	...
	(
	 
	1)
	n 1 xn
	 
	 
	 
	 
	1 n xn 1
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	n 1 1 x n 1 ,
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



где 0 < θ < 1.

1.3. Исследование функции с помощью производных 1.3.1. Асимптоты графика функции

Прямая L называется асимптотой кривой y f (x) , если расстояние от некоторой точки M (x, y) кривой до прямой L стремится к нулю при

неограниченном удалении этой точки М по кривой от начала координат (т. е. при стремлении хотя бы одной из координат точки М к бесконечности).

	Асимптоты делятся на вертикальные и наклонные.
	 
	 

	Прямая
	x
	a называется вертикальной асимптотой кривой
	y
	f (x) ,

	если
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	lim f (x)
	 
	 
	и (или)
	lim
	f (x)
	.
	 
	 

	x
	a 0
	 
	 
	 
	 
	x
	a
	0
	 
	 
	 

	Прямая
	 
	y
	kx
	b называется наклонной асимптотой кривой
	y
	f (x) ,

	если одновременно существуют конечные пределы:
	 
	 

	k
	lim
	 
	f (x)
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	b
	lim
	 
	f (x)
	kx .
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Если окажется, что k = 0, то асимптота называется горизонтальной.

1.3.2. Убывание и возрастание функции

Функция f (x) называется возрастающей в интервале (a, b), если для

любых точек х1 и х2 из этого интервала, таких, что а <х1 < х2 < b, выполняется неравенство f (x1 ) f (x2 ) .

Функция f (x) называется убывающей в интервале (a, b), если для любых

точек х1 и х2 из этого интервала, таких, что а <х1 < х2 < b, выполняется неравенство f (x1 ) f (x2 ) .










	Теорема (признаки возрастающей и убывающей функции).
	 
	 
	 

	1.
	Если для любой точки х0
	(a, b) выполняется неравенство
	f
	(x0)
	0 ,

	то функция f (x) возрастает в интервале (a, b).
	 
	 
	 

	2.
	Если для любой точки х0
	(a, b) выполняется неравенство
	f
	(x0)
	0,



то функция f (x) убывает в интервале (a, b).

Интервалы возрастания и убывания функции называются интервалами монотонности функции.

1.3.3. Экстремумы функции

Значение функции f (x0 ) называется локальным максимумом функции f (x) , если для любой точки х ≠ х0 из некоторой достаточно малой окрестности

	точки х0 выполняется неравенство f (x0 )
	f (x) . Точка х0
	называется в этом

	случае точкой локального максимума функции f (x) .
	 
	 

	Значение функции
	f (x0 ) называется
	локальным минимумом функции

	f (x) , если для любой точки х ≠ х0
	из некоторой
	достаточно малой

	окрестности точки х0
	выполняется неравенство f x0
	f x
	. Точка х0

	называется в этом случае точкой локального минимума функции
	f (x) .



Максимум или минимум функции называются экстремумами функции. Точка максимума или минимума функции называется точкой экстремума функции.

Теорема 1 (необходимое условие существования экстремума). Если

	дифференцируемая функция y f (x)
	достигает экстремума в точке x x0 , то

	ее производная первого порядка в этой точке равна нулю, т. е. f (x0 ) 0 .

	Точки, в которых производная f
	(x) 0 или не существует, называются



критическими точками.

Теорема 2 (достаточное условие существования экстремума). Пусть функция f (x) непрерывна на интервале (a, b), содержащем критическую точку

х0, дифференцируема во всех точках этого интервала (кроме, быть может, самой точки х0). Если при переходе слева направо через х0 производная f (x) меняет

знак с «+» на «–», то при х = х0 функция f (x0 ) имеет локальный максимум; если при переходе через точку х0 производная f (x) меняет знак с «–» на «+», то при х = х0 функция f (x0 ) имеет локальный минимум.

Если при переходе через точку х0 производная знака не меняет, то экстремума в точке х0 нет, а значение f (x0 ) не является экстремумом функции.

1.3.4. Выпуклость, вогнутость и точки перегиба графика функции

Пусть задана дифференцируемая на интервале (a, b) функция y f (x) .

Кривая называется выпуклой (обращена выпуклостью вверх) на интервале (a, b), если все точки кривой расположены ниже любой ее касательной на этом интервале.
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