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ПРЕДИСЛОВИЕ

Издание предназначено для студентов I курса высших технических учебных заведений.

Пособие содержит разделы по линейной алгебре, векторной алгебре и аналитической геометрии. Цель этого пособия – помочь студенту I курса в подготовке к практическим занятиям, выполнению домашних контрольных и расчетно-графических работ.

Особенность пособия заключается в том, что каждый параграф состоит из двух частей: в одной указаны основные формулы и рисунки, в другой – даются определения и замечания к ним. Каждый параграф содержит помимо теоретического материала подробно разобранные примеры. Такое построение предоставляет студенту широкие возможности для активной самостоятельной работы и экономит его время.

Учитывая нехватку времени на изучение теоретического материала на занятиях, пособие восполняет данный пробел.
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I. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

§ 1. Матрицы

	 
	Основные формулы
	 
	 
	 
	Определения и замечания

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a11
	a12 ...
	a1n 
	 
	Матрица – это прямоугольная таблица чи-

	 
	 
	a22 ...
	 
	 
	 
	сел из m строк и n столбцов.
	 

	1.
	a21
	a2n 
	(1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A = 
	... ...
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	...
	 
	 
	... 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	am2 ...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	am1
	amn 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	A = (a ) или A = (a
	 
	) .
	 
	 
	(2)
	Сокращенная запись матрицы
	А, где

	 
	ij
	 
	 
	ij
	m×n
	 
	i =
	 
	– номер строки, j =
	 
	 
	– номер

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1, m
	1, n
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	столбца.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Следует запомнить, что матрицу А назы-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	вают матрицей размерности m × n .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2.
	A = (a )
	, B = (b )
	i =
	 
	,
	 
	Матрицы одинакового размера равны ме-

	1, m
	 

	 
	ij m×n
	j =
	 
	ij
	m×n
	 
	жду собой, если равны все соответствую-

	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	щие элементы этих матриц.
	 

	 
	 
	1, n
	 
	 
	 
	 
	(3)
	 

	 
	A = B , если aij
	= bij .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 













	 
	 
	 
	 
	 
	Основные формулы
	 
	Определения и замечания

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	a
	...
	a
	 
	 
	 
	 
	Матрица, у которой число строк равно

	 
	 
	 
	11
	12
	...
	1n 
	 
	 
	 
	числу столбцов, называется квадратной.

	 
	3.
	a21
	a22
	a2n 
	квадратная матрица.
	(4)
	Следует запомнить, что квадратную мат-

	 
	A = 
	 
	 
	 
	 
	–

	 
	 
	... ...
	...
	... 
	 
	 
	 
	рицу размера n × n называют матрицей

	 
	 
	 
	 
	an2
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	n-го порядка.

	 
	 
	an1
	ann 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	0
	0
	...
	0
	 
	 
	 
	Квадратная матрица, у которой все эле-

	 
	 
	 
	11
	a22
	0
	...
	0
	 
	 
	 
	менты, кроме элементов главной диагона-

	7
	4.
	 
	0
	 
	– диагональная
	(5)
	ли, равны нулю, называется диагональной.

	 
	A = 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	... ...
	...
	...
	...
	 
	матрица.
	 
	Замечание.

	 
	 
	 
	0
	0
	...
	...
	 
	 
	 
	 
	Элементы, стоящие на диагонали, идущей

	 
	 
	 
	ann 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	из верхнего левого угла, образуют главную

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	диагональ.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	1
	0
	0
	...
	0 
	 
	 
	 
	Диагональная матрица, у которой каждый

	 
	 
	 
	 
	1
	0
	...
	 
	 
	 
	 
	элемент главной диагонали равен единице,

	 
	5.
	 
	0
	0 
	– единичная матрица.
	(6)
	называется единичной.

	 
	En×n = 
	 
	...
	...
	 

	 
	 
	 
	... ...
	...
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	0
	...
	...
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	0
	1 
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	Основные формулы
	 
	Определения и замечания

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a
	 
	a
	...
	...
	a
	 
	 
	 
	 
	Квадратная матрица называется треуголь-

	 
	 
	 
	11
	 
	12
	 
	...
	1n 
	 
	 
	 
	ной, если все элементы, расположенные по

	 
	 
	 
	0
	 
	a22 ...
	a2n 
	 
	 
	 
	одну сторону от главной диагонали, равны

	 
	6.
	A = 
	0
	 
	0
	a
	...
	a
	 
	–
	треугольная
	(7)

	 
	 
	нулю.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	33
	 
	3n 
	 
	матрица.
	 

	 
	 
	...
	 
	... ...
	...
	... 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	0
	 
	0 ...
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	ann 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	0
	0 ...
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	Матрица, все элементы которой равны ну-

	 
	 
	 
	 
	 
	0
	0 ...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	лю, называется нулевой.

	 
	 
	0
	 
	0 
	– нулевая матрица.
	(8)
	 

	 
	7. O = 
	 
	 
	... ... ...
	 
	 

	8
	 
	...
	 
	...
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	0 ... ...
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	0
	 
	0 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	8.
	A = (a11
	 
	a12 ...
	a1n ) – матрица-строка;
	(9)
	 

	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	11
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a21
	 
	– матрица-столбец.
	 
	 
	(10)
	 

	 
	 
	A = 
	#
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	am1
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	Основные формулы
	 
	 
	Определения и замечания

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	9. Транспонированная матрица к данной (1)
	 
	Матрица, полученная из данной (1) заме-

	 
	 
	 
	 
	a
	a
	 
	 
	...
	a
	 
	 
	 
	ной каждой ее строки столбцом с тем же

	 
	 
	 
	 
	11
	 
	 
	21
	 
	 
	 
	m1
	 
	 
	номером, называется матрицей, транспо-

	 
	 
	T
	 
	a12
	a22
	...
	am2
	 
	(11)
	нированной к данной.

	 
	 
	A
	= 
	 
	. ... .
	.

	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	a2n
	...
	amn
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	a1n
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Действия над матрицами

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9
	10. Сложение матриц.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Следует запомнить, что операция сложе-

	 
	Пусть A =
	(a )
	и B = (b ) .
	 
	 
	 
	 
	ния матриц вводится только для матриц

	 
	 
	ij m×n
	 
	 
	 
	ij
	 
	m×n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	одинаковых размеров.

	 
	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	C = (c
	 
	)
	,
	 
	 
	 
	(12)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ij m×n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	где cij = aij
	+ bij , i =
	 
	,
	j =
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1, m
	1, n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Для обозначения суммы двух матриц используется за-
	 

	 
	пись
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	C = A + B .
	 
	 
	 
	(13)
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	9
	 








	 
	 
	 
	 
	Основные формулы
	 
	Определения и замечания

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	11. Справедливы следующие свойства сложения мат-
	 

	 
	риц:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	а) A + B = B + A;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Коммутативность сложения (а).

	 
	б) A + (B + C)= (A + B)+ C;
	 
	 
	 
	(14)
	Ассоциативность сложения (б).

	 
	в) A + O = A;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Здесь О – нулевая матрица (в).

	 
	г) (− A)+ A = 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(–А) – матрица, противоположная матри-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	це А (г).

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Замечание.

	10
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Указанные свойства справедливы для лю-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	бых матриц А, В, С одинаковых размеров.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	12. Разность матриц.
	 
	 
	 
	 
	 
	Замечание 1.

	 
	Пусть
	A =
	(a )
	и B = (b ) .
	 
	А, В, С – матрицы одинаковых размеров.

	 
	 
	 
	ij m×n
	ij
	m×n
	 
	Замечание 2.

	 
	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	C =
	(c
	)
	,
	(15)
	Разность матриц можно определить также

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ij m×n
	 
	следующим образом: A − B = A + (− B), где

	 
	где cij
	= aij
	− bij ,
	i =
	 
	,
	j =
	 
	.
	 
	(− B) – матрица, противоположная матри-

	 
	1, m
	1, n
	 

	 
	Разность матриц А и В обозначается символом
	 
	це В.

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	C = A − B .
	(16)
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