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Передмова

Видання містить конспект лекцій, що їх автори читали від часу заснування у 2000 році в Харківському національному університеті імені В.Н. Каразіна факультету комп’ютерних наук студентам першого курсу. Від самого початку на факультеті комп’ютерних наук викладали професори механіко-математичного та фізико-технічного факультетів. І коли участь викладачів механіко-математичного факультету ні в кого не викликала питань, то участь викладачів фізико-технічного факультету потребує деяких коментарів.

Фізико-технічний факультет, у свою чергу, походить з ядерного відділення фізичного факультету. Наукові дослідження, які були і лишились невід’ємною, більше того, однією з основних складових виховання студентів на фізико-технічному факультеті, завжди вимагали автоматизації експерименту, якнайкращого віддаленого електронного керування фізичними процесами, вишуканого володіння математичними, в тому числі числовими, методами обробки здобутих експериментальних результатів. Все це обумовило високий рівень комп’ ютеризації наукового пошуку на фізико-технічному факультеті. Але обчислювальна техніка ніколи не розглядалась на факультеті як самоціль, а лише як інструмент, хоча й дуже важливий і потужний, інструмент науковця. Багатий досвід участі випускників факультету у міжнародному науковому розподілі праці підтверджує, що зазвичай з двох дослідників успішнішим є не той, хто краще володіє обчислювальною технікою, що її застосовують для дослідження фізичного процесу, а той, хто краще розуміється на предметі дослідження. Не випадково, що згодом факультет комп’ютерних наук увійшов до складу Інституту високих технологій університету, що об’ єднав його з фізикотехнічним факультетом.

При викладанні курсу фізики студентам факультету комп’ютерних наук ми намагалися дотримуватись традицій методики викладання на фізико-технічному факультеті. Зокрема, запропонований курс лекцій ставить на меті не лише ознайомити студента із сукупністю знань з певного розділу фізики, але й озброїти його набором прийомів і методів дослідження навколишнього світу. Ми намагались прищепити майбутнім




дослідникам уважне, тремтливе ставлення до числа, яке виражає значення фізичної величини. Коли комп’ютер видає результат обчислень фізичної задачі, не слід поспішати записати його як відповідь. Спочатку слід проаналізувати його, подумати, як співвідноситься отримане число із відомою картиною устрою світу. Комп’ютер ніколи не помиляється, але інколи помиляється програміст: чи то під час написання програми, чи то при виборі моделі фізичного явища. Здобутий результат є більш переконливим, якщо його підтверджено аналітичною оцінкою або числовим результатом, що його здобуто іншим методом.

Оскільки кількість навчальних годин, що виділено на викладання фізики на факультеті комп’ ютерних наук, є меншою порівняно з відповідною кількістю годин, що передбачені навчальним планом фізико-технічного факультету, то значну увагу при викладанні даного курсу ми намагалися приділити методу аналогій. Корисний та плідний сам по собі, метод аналогій якнайкраще пасує до тих ситуацій, коли за браком часу необхідно без застосування рутинних математичних процедур здобути потрібну математичну формулу, що описує досліджуваний фізичний процес. Крім того, цей метод добре ілюструє спорідненість фізичних явищ, які спостерігаються в різних галузях фізики, а отже, його застосування привчає студентів не боятися самостійно вивчати різні фізичні явища, застосовуючи вже звичні математичні процедури. Це прищеплює студентові смак до творчої наукової праці.

Анрі Пуанкаре писав: «Учений досліджує природу не тому, що це корисно, − він займається вивченням природи, бо він у захваті від неї; і він у захваті, бо вона красива. Коли б природа не була красивою, вона не була б гідною бути досліджуваною, та коли б природа не була гідною бути досліджуваною, не варто було б жити».
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§ 1. МЕХАНІКА

Механіка – це найстаріша галузь фізики. Її закони одержано з експерименту. Але для з’ясування подробиць того, як відбуваються ті чи інші складні явища, як в найпростіший спосіб описати ці явища, в нагоді стає математика. Цікаво, що Ньютон, займаючись проблемами створення основних засад механіки, одночасно брав активну участь у розробці основ диференціального та інтегрального числення.

Механіка – наука про рух та рівновагу тіл. Рух матерії (в широкому розумінні) – це будь-яка її зміна в часі. Механічний рух

– це найпростіша форма руху, яка відповідає переміщенню механічного тіла відносно інших тіл у просторі з часом. В нашому курсі при теоретичному вивченні законів механіки використовуватимуться дві математичні абстракції замість конкретних механічних тіл: матеріальна точка та абсолютно тверде тіло.

Матеріальна точка – це макроскопічне механічне тіло (його розміри можна визначити простими механічними методами порівняння з еталоном довжини), форма якого не має значення, а розміри якого є нехтовно малими (їх можна не брати до уваги) в тому русі, який досліджується у даній задачі. При цьому важливими є відносні розміри тіла у порівнянні з характерними розмірами траєкторій, вздовж яких відбувається рух, а також характер руху. Один і той саме механічний об’ єкт у різних задачах може описуватися різними абстракціями. Наприклад, при вивченні прямолінійного поступального руху завжди можна не брати до уваги розміри тіла, спостерігаючи за рухом однієї точки, яка знаходиться, наприклад, у центрі мас цього тіла. Візьмемо інший приклад: радіус земної орбіти в процесі обертання навколо Сонця RЗС≈ 1,5×108 км, радіус Землі RЗ≈6,4×103 км. Розглянемо дві різні задачі: Земля рухається по орбіті навколо Сонця та Земля обертається навколо власної осі. В умовах першої задачі Земля – це є матеріальна точка, бо RЗС>>RЗ, а для випадку обертання навколо власної осі Земля вже є не матеріальною точкою, а може описуватися (з певною точністю, у першому наближенні) як абсолютно тверде тіло (визначення центра мас та абсолютно твердого тіла буде надано пізніше).




Рух матеріальної точки є повністю описаним, якщо відомо її положення в будь-який момент часу, тобто задано її радіус-вектор r = r( t ) . Радіус-вектором матеріальної точки називають вектор,

що поєднує початок системи відліку з матеріальною точкою. Щоб задати положення матеріальної точки, слід спочатку визначитися з системою відліку. Тілом відліку зветься спеціально обране тіло або система кількох тіл, відносно яких в обраній системі координат, використовуючи обраний масштаб, визначається розташування досліджуваного тіла. Разом з обраною системою координат тіло відліку утворює просторову систему відліку. Оскільки в даному курсі вивчається класична нерелятивістська механіка, то час тече однаково в усіх системах відліку. Тому, додавши до просторової системи відліку прилад вимірювання часу, отримуємо повну систему відліку. Через тривимірність навколишнього простору положення кожної матеріальної точки в обраній просторовій системі відліку можна задати трьома числами – проекціями радіусвектора точки на осі обраної системи координат: Х, У, Z. Найчастіше для опису положення матеріальної точки в просторі використовують одну з ортогональних систем координат: декартову, циліндричну або сферичну, бо їхні осі є взаємно перпендикулярними. Вибір системи координат визначається з міркувань симетрії задачі та найбільшої зручності для користувача: що менше скалярних рівнянь потрібно для опису руху, то краще. В даному курсі механіки буде використано праву координатну систему, для ортів (одиничних базисних векторів) якої має місце

	r
	r
	r

	наступний зв'язок у вигляді векторного добутку: [e1
	,e2
	] = e3



(детальніше про векторний добуток ітиметься в параграфі 1.1.1 цих лекцій).

Згідно з навчальною програмою до курсу “ Механіка” входить шість тем: 1) кінематика матеріальної точки, 2) динаміка матеріальної точки, 3) вільний рух системи матеріальних точок, 4) силове поле, 5) механічний рух матеріальної точки в неінеpціальних системах відліку, 6) обертальний рух абсолютно твердого тіла. Незважаючи на те, що чотири перші теми вивчалися до певної міри у середній школі, не слід думати, що у запропонованому курсі немає чого вчити, що сесію можна пройти, користуючись тільки “ шкільним багажем знань”. Класичну механіку (механіку Ньютона) слід буде заново вивчити на якісно новому математичному ґрунті. Це корисно як з точки зору
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глибшого розуміння механіки, так і з точки зору отримання практичного досвіду із застосування математичних знань, закріплення теоретичного матеріалу, який викладається в курсах математичного аналізу та аналітичної геометрії. Це дозволить побачити внутрішній зв’язок між різними підрозділами механіки, побачити, що ці різні її підрозділи є єдиною наукою, яку побудовано на спільних принципах, що різні типи механічного руху описуються спільними математичними методами. Аналізуючи результати навчання багатьох випусків студентів, хотілося б застерегти першокурсників від спрощеного розуміння мети навчання, від такої думки: що, буцімто, для здобуття знань з фізики на рівні, дещо вищому за середній, досить буде вивчити тільки основні формули та знати, у яких випадках слід використовувати ту чи іншу формулу. Навпаки, найбільшу цінність становить знання методики розв’язання задач з різних розділів механіки. Видатний вчений Арнольд Зоммерфельд казав: «Формули мають бути сумою, результатом наших знань про об’єкт дослідження, а не джерелом цих знань».

Досвід багатьох поколінь першокурсників свідчить, що однією з основних проблем під час навчання на першому курсі є невміння застосовувати математичні знання до розв’язання фізичних задач. Часто важко зрозуміти з першого разу, що швидкість матеріальної точки це є перша похідна від координати матеріальної точки за часом, бо у середній школі швидкість визначалась за допомогою операції ділення (а те, що то були середні значення швидкості, вже забулося). Тому курс механіки починається з вивчення «Кінематики», де добре відомі механічні терміни (швидкість, прискорення і таке інше) подано в новій редакції, спираючись на поняття про похідну та первісну функції, про вектори та їхні властивості, що дозволить, окрім усього іншого, здобути певні практичні навички з кількох основних розділів аналітичної геометрії та диференціального числення.

§ 1.1. Кінематика матеріальної точки

Кінематика матеріальної точки визначає зв'язок між різними характеристиками механічного руху, використовуючи для цього математичний апарат теорії диференціального числення та аналітичної геометрії. Інакше кажучи, кінематика вивчає




характеристики та особливості механічного руху, не беручи до уваги: які фізичні причини цього руху, яка маса та форма того механічного об’єкта, рух якого вивчається. При цьому вважається, що розмірами об’єкта за умов конкретної задачі можна знехтувати.

1.1.1. Про використання знань вищої математики при розв’язанні фізичних задач

Як відомо, мовою фізики є математика. Цікаво відзначити, що засновник класичної механіки (об’єкти дослідження якої мають характерні розміри значно більші за атомні, а швидкість руху яких є значно меншими за швидкість світла у вакуумі) І. Ньютон зробив також величезний внесок у різні галузі вищої математики.

Більшість механічних величин є векторами, тобто об’ єктами, що характеризуються не лише довжиною (модулем) вектора, але й його орієнтацією у просторі відносно базисних осей обраної системи координат. Так, положення матеріальної точки в обраній системі координат задається радіус-вектором, зміну радіусвектора з часом визначає вектор швидкості. При дослідженні обертального руху користуються, наприклад, векторами кутової швидкості, моментом імпульсу тощо. Для практичних цілей зручно користуватися проекціями цих векторів на осі обраної системи

координат, які є скалярними величинами. Тоді, проекція вектора R

r

на орт e j обраної системи координат визначається скалярним

	r
	=
	 
	r
	 
	r
	 
	r r
	 

	 
	 
	 
	 

	добутком (R,e j ) = R j
	 
	R
	 
	e j
	 
	cos( ÐR,e j ) .
	Взагалі, за



допомогою скалярного добутку можна визначити проекцію будь-

	 
	вектора A
	 
	 
	 
	 
	r

	якого
	на напрямок
	довільного
	вектора
	B :

	Ar =
	r r
	 
	r
	. Скалярний добуток будь-яких двох векторів C

	( A,B ) /
	B

	B
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	r
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	та D у тривимірній ортогональній системі координат визначається

	 
	r
	 
	 
	 
	 
	 
	D j − проекції

	як сума: (C ,D) = C1D1 + C2 D2 + C3 D3 , тут
	C j і

	 
	 
	 
	 
	 
	r
	 
	 
	 
	 

	векторів на відповідні базисні осі e j
	обраної системи координат.

	Через
	скалярний
	добуток визначається
	механічна робота

	 
	r
	де dl
	− це вектор елементарного переміщення,
	r

	δA = ( F ,dl ) ,
	F −



це сила, що виконує дану роботу.
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Операція векторного добутку широко вживається в задачах

про обертальний рух. Наприклад, момент зовнішньої сили Μ , що діє на абсолютно тверде тіло (АТТ), яке здатне обертатися навколо закріпленої осі, визначається як векторний добуток радіус-вектора r , що проведено в найкоротший спосіб від осі обертання до точки

	АТТ,
	 
	до
	 
	якої
	прикладено
	силу
	f :
	r

	 
	 
	M = [r , f ]

	r
	r
	 
	 
	r
	 
	 
	r r
	 
	r
	−
	 
	 
	 
	 

	= e
	r
	 
	 
	f
	sin( Ðr , f ) ,
	де
	e
	це одиничний вектор, що

	направлений
	перпендикулярно
	до площини,
	в якій розташовано

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	r
	 

	вектори
	 
	r та
	f . При цьому з кінця вектора e
	найкоротший

	поворот
	 
	від
	вектора r
	до вектора
	f
	виглядає
	як такий, що

	виконується
	в
	додатному
	напрямку
	кутів,
	тобто
	проти стрілки

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	r
	 

	годинника. Інакше кажучи, вектори r , f
	та
	e складають праву



трійку. Зверніть увагу, що перестановка місць векторів a та b у векторному добутку призводить до зміни напрямку результуючого

	r
	r

	вектора на протилежний, тобто: [ a
	,b ] = -[ b ,a ] . Інформацію про



операції з векторами наведено додатково у підрозділі 1.1.3.

Коли розв’язуєш задачі про механічний рух, доводиться мати справу з диференціальними рівняннями першого порядку.

	Наприклад,
	таким є основне рівняння динаміки поступального

	r
	r



руху: dp / dt = ∑ F . Задачі про механічний рух залежно від умов

можна поділити на дві групи: прямі та зворотні задачі механіки. Такий подiл пов’язано з використанням або прямої, або зворотної математичної дії, тобто знаходиться або похідна функція від відомої функції шляхом диференціювання, або означений інтеграл від відомої функції.

r

Наприклад, з умов задачі відома швидкість V прямолінійного руху матеріальної точки, а потрібно знайти її

	прискорення.
	Це випадок прямої задачі кінематики, вона

	розв’язується
	шляхом
	диференціювання
	вектора швидкості:

	r
	r
	При цьому
	слід пам’ятати,
	що при оптимальному

	a
	= dV / dt .



виборі системи координат буде отримано одне скалярне рівняння для проекції швидкості на обрану вісь. А в інших випадках буде два або три вирази для проекцій швидкості на осі координат в обраній системі відліку, і процедуру диференціювання потрібно буде
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застосовувати до всіх цих виразів, щоб обчислити явні вирази для усіх проекцій прискорення.

Якщо ж в задачі потрібно знайти залежність координати

	матеріальної точки від часу, то така задача є
	зворотною, і

	r
	r

	розв’язується вона шляхом інтегрування рівняння: V
	= dr / dt . Для



цього спочатку запишемо вираз для елементарного переміщення

	 
	 
	r
	r
	Далі,
	обчислюючи

	dr (диференціала радіус-вектора): dr
	º Vdt .

	 
	r
	r
	 
	r
	t r
	r
	(t0 ) , де

	неозначений інтеграл
	∫ dr
	= ∫Vdt , отримуємо:
	r
	= ∫Vdt + r

	 
	 
	 
	 
	 
	t0
	 
	 



	r
	(t0 ) − стала інтегрування.

	r



При розв’язанні зворотних задач слід пам’ятати, що неозначений інтеграл обчислюється з точністю до константи, тобто розв’язок диференціального рівняння n-го порядку містить n констант інтегрування. Для визначення цих констант слід застосувати початкові умови. Наприклад, нехай для випадку одновимірного руху відомо, що в момент часу t0 координата матеріальної точки мала значення х(t0)=х0, а механічний рух

відбувся зі сталим значенням швидкості V ( t ) = V* . Тоді x = ∫V* dt = V* t + const , використання початкових умов дозволяє записати: x( t0 ) = V* t0 + const . Звідси const = x0 - V* t0 . Таким чином, залежність координати від часу для даної задачі має такий

вигляд: x( t ) = ( t - t0 )V* + x0 .

Розв’язуючи механічні задачі експериментальним шляхом (або в числовий спосіб), слід рахуватися з тим, що всі фізичні величини при цьому визначаються внаслідок вимірювання, а всі фізичні вимірювання супроводжуються похибками. А при числовому способі розв’язання задачі всі величини та процедури обчислення виконуються з певною точністю. Ця обставина унеможливлює граничний перехід від малих значень часу t та координати x до нуля. В експериментальній практиці, починаючи

	з певного малого значення
	t , частка x / t в межах досягнутої

	точності вимірювання x
	перестає змінюватися монотонно або



навіть починає змінюватися хаотично. Тому подальше зменшення проміжку часу t не має сенсу. Це обумовлено тим, що відносна точність довільного вимірювання є тим меншою (тим гіршою), чим
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меншою є величина, що вимірюється. Наприклад, досить легко виміряти 1 м з точністю до 1 мм, тобто відносна точність такого вимірювання становить: 10−3. А спробуйте-но виміряти 1 мм з такою ж відносною точністю! Для цього знадобиться мікрометр, прилад з поділками в 10−6 м.

Через похибки вимірювання експериментальне визначення дійсної швидкості (на відміну від математичної границі:

	V = lim
	x ) можна здійснити лише приблизно, ототожнюючи цю

	t→0
	t
	 
	 

	величину з часткою малих, але скінченних приростів V ≈
	x
	. Ці

	 

	 
	 
	t



скінченно малі прирости координати та часу, частка яких з певною

	точністю апроксимує похідну lim
	x , у фізиці називають фізично

	t→0
	t



нескінченно малими величинами та оперують з ними, як з математичними диференціалами.

Наведемо ще один приклад, який ілюструє різницю аналітичного та експериментального підходів до визначення фізичних величин у механіці. З точки зору математики густина

	речовин визначається так: ρ = lim
	m =
	dm
	, тут υ − це об’єм. З

	 

	υ→0
	υ dυ
	 



точки зору фізики це визначення втрачає сенс через атомну будову речовин. Об’єм речовини має бути макровеличиною, щоб у ньому знаходилося багато частинок (атомів). А з іншого боку це має бути мікровеличина, щоб значення ρ не залежало від форми, розмірів

та об'єму речовини. Таким чином, зменшення величини досліджуваного механічного об'єкта має критичну межу, що має чисто фізичну природу: розміри об'єктів класичної механіки мають перевищувати характерні молекулярні розміри.

1.1.2. Швидкість та прискорення під час прямолінійного руху

Прямолінійним називають такий механічний рух, при якому усі точки об’єкта, який бере участь в такому русі, рухаються вздовж прямих ліній, що є паралельними одна до одної. Тому у цьому




випадку, незалежно від маси об’єкта, його форми та розподілу маси по об’єму, дослідження руху конкретного механічного об’єкта можна замінити дослідженням руху матеріальної точки.

Для прямолінійного руху положення матеріальної точки у просторі можна визначити однією координатою x = x( t ) , бо такий

рух відбувається вздовж прямої лінії. Звичайно, якщо невдало обрати просторову систему координат, то може знадобитися і дві або три координати. Тоді потрібно буде розв’язувати систему, відповідно, двох або трьох скалярних рівнянь, які отримують шляхом знаходження проекцій вектора, який задано в конкретній задачі, на обрані осі координат і які, зрештою, виявляються лінійно залежними. Але будемо вважати, що систему координат вибрано в оптимальний спосіб.

Якщо в момент часу t0 положення матеріальної точки

	визначалося координатою x0 = x( t0 ) , то
	за часовий проміжок

	t=t2− t0
	матеріальна точка
	в процесі прямолінійного руху

	здійснить
	переміщення:
	x = x2 − x0 ,
	де
	x2 = x( t2 ) .



Переміщення вважається позитивним, якщо координата кінцевого положення матеріальної точки є більшою за величину її координати в початковому положенні х2>x0, та негативним − у протилежному випадку. Оскільки в даному підрозділі досліджується прямолінійний рух, то всі векторні величини, що описують механічний рух за цих умов, матимуть абсолютну величину, яка співпадатиме з модулем їхньої проекції на вісь x , а напрямок визначатиметься знаком проекції.

Частка переміщення Δх, яке виконано механічним об’єктом, до проміжку часу t, протягом якого воно відбулося, зветься середньою швидкістю руху цього об’єкта:

	 
	x =
	1
	t
	+ t
	 

	V =
	0
	∫V ( t )dt .
	(1.1.1)

	t
	 

	 
	t
	 
	t0
	 

	 
	 
	 
	 
	 



При цьому t≠0, бо в іншому випадку операція ділення є невизначеною. Проте t може прямувати до нуля, тому середня

швидкість V  = f ( t ) є функцією величини проміжку часу, протягом якого відбувалося переміщення.






	12
	13
















Цікаво, що коли t→0, то величина переміщення Δх→0 також прямує до нуля (це добре зрозуміло, якщо проаналізувати інтегральний вираз для середньої швидкості). Але при цьому значення частки x / t прямує до певної граничної величини, яка

залежить від моменту часу t0 , для якого виконується обчислення

величини цієї частки, але не залежить від величини проміжку часу t, протягом якого відбувалося переміщення! Ця гранична величина зветься дійсною (або миттєвою) швидкістю матеріальної точки в момент часу t0 :

	V ( t0 ) = lim
	x
	| t
	= lim
	x( t0
	+ t ) − x( t0
	)
	≡
	dx
	 
	t
	. (1.1.2)

	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	t→0
	t
	0
	t→0
	 
	t
	 
	 
	 
	dt
	 
	0

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Такого типу граничні величини часто зустрічаються в математичному аналізі, звуться вони похідними від функції х(t) за її аргументом t в момент часу t0. Слід наголосити, що швидкість матеріальної точки − це є похідна від х саме за часом, бо взагалі кажучи, координата може бути функцією кількох змінних, тоді у студентів, які не мали достатньої практики з фізики та математики в середній школі, можуть виникати непорозуміння при вживанні такого важливого терміна, особливо на початку курсу.

При прямолінійному русі напрямок переміщення механічного об’єкта не змінюється (воно відбувається вздовж заданої координатної осі), тому швидкість такого руху в певний довільний момент часу визначатиметься функцією, що є похідною тільки від цієї координати за часом. Оскільки зміна часу є величиною додатною, то напрямок швидкості прямолінійного руху визначається знаком переміщення. Якщо координата механічного

	об’ єкта зросла в процесі руху, то V ( t ) > 0
	(це спостерігається за

	умов додатного переміщення,
	x > 0 ),
	а при від’ємному



переміщенні x < 0 маємо, відповідно, V ( t ) < 0 .

Прискорення при прямолінійному русі визначається функцією, яка є похідною від швидкості руху. Якщо скористатися виразом (1.1.2), то для прискорення в певний довільний момент

часу t маємо наступну функціональну залежність від швидкості та координати, відповідно:




		a( t ) =
	dV
	 
	t
	=
	d 2 x
	 
	 
	t .
	(1.1.3)

		 
	 
	 

		 
	 

		 
	dt
	 
	 
	 
	dt 2
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 



Тобто для прямолінійного руху прискорення є першою похідною від швидкості за часом і другою похідною від координати за часом. Для прямолінійного руху прискорення може бути направлено паралельно або антипаралельно до вектора швидкості, в залежності від того, чи зростає швидкість з часом, чи зменшується, відповідно.

Ще раз звертаємо увагу на необхідність зазначати змінну, за якою відбувається знаходження похідної функції. Як видно з формули (1.1.2), швидкість є функцією двох змінних: часу та координати. Тому для уникнення можливих непорозумінь слід вказувати, за якою змінною відбувається диференціювання. Саме через цю обставину для позначень похідних функцій в нашому курсі використовуються позначки Лейбниця, з яких, по-перше, дуже чітко видно: від якої функції обчислюється похідна та за яким параметром це відбувається, і по-друге, можна чітко побачити зв'язок похідної функції з її диференціалом та диференціалом її аргументу, за яким визначається зміна функції. При цьому похідну в жодному разі не можна

												
	розглядати
	як
	 
	частку
	x
	 
	 
	 
	 

	диференціалів.
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	На практиці часто не
	 
	 
	 
	 
	 
	α
	 

	вдається
	 
	описати
	x0
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	координату
	та
	швидкість
	 
	 
	 
	 
	 

	руху у вигляді аналітичних
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	виразів,
	функцій
	від часу.
	 
	 
	 
	t0 +
	 
	t

	 
	t0
	t

	Тоді на допомогу приходить
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	графічний спосіб задавання
	Рис. 1.1.1. Геометричний зміст
	 

	цих
	функцій.
	 
	Якщо
	 

	 
	 
	похідної
	 
	 

	намалювати
	 
	 
	графік
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	координати x = x( t )
	(див. рис. 1.1.1), а потім провести дотичну до

	кривої
	x = x( t )
	в
	певній
	точці x0 = x( t0 ) ,
	тоді,
	обчисливши



тангенс кута нахилу α між віссю абсцис (віссю часу) та дотичною, можна вирахувати швидкість в цей момент часу

	V ( t0
	) = tg( α ) = dx / dt
	t .
	(1.1.4)

	 
	 
	0
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Аналогічно, маючи графік швидкості V = V ( t ) , таким методом можна побудувати графік прискорення. Якщо провести дотичну лінію до кривої V ( t ) в обраній точці t = t0 за часом, то кут β між дотичною та віссю часу можна використати для обчислення прискорення:

	a( t0
	) = tg( β ) = dV / dt
	t .
	(1.1.5)

	 
	 
	0
	 



Таким чином, геометричний сенс похідної функції як тангенс кута нахилу між дотичною лінією до графіка даної функції та віссю часу може бути успішно використаним при знаходженні швидкості та прискорення прямолінійного руху, якщо відома графічна залежність координати цього руху від часу.

Визначення швидкості за відомою залежністю координати від часу разом із визначенням прискорення за відомою залежністю швидкості від часу складають зміст прямої задачі кінематики. Зворотна задача кінематики полягає у визначенні поточної швидкості υ(t) за відомими початковою υ(t0) швидкістю та залежністю прискорення від часу a(t) та/або визначенні поточної координати x(t) за відомими початковою координатою x(t0) та залежністю швидкості від часу υ(t):

	t
	t
	 

	υ(t)= υ(t0)+ ∫ a (t)dt; x(t)= x(t0)+
	∫υ (t)dt.
	(1.1.6)

	t0
	t0
	 



У разі, коли залежності a(t) та/або υ(t) задано графічно, для визначення поточної швидкості υ(t) та/або поточної координати x(t) можна скористатися геометричним змістом означеного інтеграла як площі під кривою, якою графічно описується підінтегральна функція.
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1.1.3. Швидкість та прискорення у випадку руху матеріальної точки по колу

Довільний криволінійний рух можна уявити собі як рух по колу зі змінним радіусом. Перш ніж вивчати довільний криволінійний рух розглянемо його граничний випадок: рівномірний рух по колу із сталим значенням радіуса.

Коли матеріальна точка рухається по колу, то її положення визначається азимутальним кутом ϕ( t ) в полярній системі координат. Кут ϕ відраховується від певної осі, що з’єднує центр кола та початкове положення матеріальної точки на колі. Тоді кутовою швидкістю ω зветься перша похідна від ϕ( t ) за часом: ω = dϕ / dt . Зверніть увагу на те, що вектори ϕ та ω мають напрямок, перпендикулярний до площини, в якій лежить траєкторія руху даної матеріальної точки. Якщо при такому русі зміна ϕ( t ) відбувається в напрямку за стрілкою годинника, то напрямок вектора ω співпадає з напрямком погляду спостерігача на площину обертання («входить» у неї). А якщо зміна ϕ( t ) відбувається в

напрямку проти руху стрілки годинника, то вектор ω орієнтовано на спостерігача, перпендикулярно площині обертання, тобто вектор ω «виходить» з цієї площини. За фізичним змістом вектор ω вказує напрямок осі, навколо якої відбувається обертання, а модуль

r

ω задає кут в радіанах, на який відбувається поворот за одиницю

часу.

r

Для лінійної швидкості V можна записати вираз через кутову швидкість, користуючись терміном «векторний добуток»:

	 
	 
	 
	 
	r
	r
	r
	 
	 
	 
	(1.1.7)

	 
	 
	 
	 
	V
	= [ω , r ],
	 
	 
	 

	де r
	− це
	радіус-вектор, що
	визначає положення матеріальної

	точки. Якщо r
	 
	r
	 
	 
	 
	 
	 

	домножити на V векторним чином, то за правилом

	розкриття
	 
	подвійного
	векторного
	добутку
	отримаємо:

	r r
	r
	r
	r
	]] = ω( r × r ) - r( r × ω ) .
	Оскільки
	r ω ,
	то їхній

	[r ,V ] = [r ,[ω
	,r

	скалярний
	 
	добуток дорівнює
	нулю,
	отже,
	r r
	] =
	r
	а

	 
	[r ,V
	ω r2 ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	17


















	r
	r r
	l –
	довжина
	дуги
	кола, вздовж
	якого

	ω = [r ,V ] / r2 . Якщо

	рухається матеріальна
	точка,
	то dl = rdϕ .
	Отже,
	для
	модуля

	лінійної швидкості при русі по колу можна записати:
	V = dl / dt

	= rdϕ / dt = rω . Цей
	результат можна одразу здобути з
	(1.1.7),

	якщо взяти до уваги, що r ω .
	 
	 
	 
	 
	 
	r

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Корисно також навести вираз для похідної від вектора
	ei

	незмінної довжини, який обертається з кутовою швидкістю
	ω ,

	 
	r
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	тобто ei змінює з часом свою орієнтацію у просторі, залишаючись

	сталим за модулем. Тоді (порівняйте з (1.1.7)):
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	r
	 
	r
	r
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	dei
	/ dt
	= [ω ´ ei ].
	 
	 
	(1.1.8)

	 
	Аналогічно до випадку прямолінійного руху можна ввести

	для руху по колу термін «кутове прискорення»:
	 
	 
	 



	ε =
	dω
	=
	d 2ϕ
	 

	 
	 
	.
	(1.1.9)

	 
	 

	 
	dt
	 
	dt 2
	 



Вектор кутового прискорення (аналогічно до випадку прямолінійного руху) орієнтовано паралельно вектору ω , якщо модуль кутової швидкості зростає з часом, або антипаралельно

	вектору
	ω
	у випадку
	зменшення модуля кутової швидкості з

	часом. Доведемо це у випадку руху по колу:
	 
	 

	 
	 
	 
	r
	r
	 
	 

	 
	 
	 
	ω = eωω( t ) ,
	 
	 

	r
	r
	 
	r
	r
	r
	 

	ε = d( eω × ω( t )) / dt
	= eω dω / dt + ω( t )[ ω
	´ eω ] .
	(1.1.10)

	 
	r
	r
	 
	 
	 
	 

	Оскільки ω
	|| eω , то останній доданок дорівнює нулеві, тому

	 
	 
	r
	r
	 
	 
	 

	 
	 
	ε
	= eω dω / dt .
	 
	(1.1.11)



Отже, обидва вектори кутової швидкості та кутового прискорення орієнтовано перпендикулярно до площини, в якій обертається досліджувана матеріальна точка.

Зворотна задача у випадку руху по колу полягає у визначенні поточної кутової швидкості ω ( t ) за відомими
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початковою кутовою швидкістю ω ( t0 ) та залежністю кутового

прискорення ε(t) від часу та/або визначенні поточного кута ϕ(t) за відомими початковим значенням кута ϕ(t0) та залежністю кутової швидкості ω(t) від часу:

	t
	ε (t)dt,
	t
	ω (t)dt.
	 

	ω(t)= ω(t0)+ ∫
	ϕ(t)= ϕ(t0)+ ∫
	(1.1.12)

	t0
	 
	t0
	 
	 



1.1.4. Швидкість та прискорення при довільному криволінійному русі

У фізиці, на відміну від більшості інших точних наук, існує багато різних аналогій. Метод аналогій широко використовують у механіці. Він полягає у тому, що рівняння руху з точністю до заміни змінних є подібними одне одному для різних типів руху, співвідношення між основними та похідними змінними, що описують механічний рух, є подібними одне одному для різних типів руху. Наприклад, існують аналогії між поступальним та обертальним рухами:

1.аналогія між лінійними та кутовими координатами x ↔ ϕ ,

2.аналогія між лінійною та кутовою швидкостями

υ = dx « ω = dϕ , dt dt

3. аналогія між лінійним та кутовим прискоренням

	a =
	d
	2 x
	« ε =
	d 2ϕ

	 
	 
	 
	.

	dt 2
	 

	 
	 
	dt 2



Існують також аналогії між зображенням руху матеріальної точки в координатному просторі x, y, z та у фазовому просторі

швидкостей Vx ,V y ,Vz (див. рис. 1.1.2). Наприклад: матеріальна точка ↔ швидкісна точка, радіус-вектор ↔ вектор швидкості,
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