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§ 1. Математические модели и дифференциальные уравнения.

Под математической моделью процесса (физического, химического, технического, биологического, экономического и др.) будем понимать совокупность математических объектов (чисел, символов, множеств, уравнений и т.п.) и связей между ними, отражающих важнейшие свойства этого процесса.

Математическое моделирование состоит в создании модели и ее изучении с целью получения сведений о реальном процессе или явлении. Очень часто математическое моделирование процесса или явления приводит к изучению дифференциальных уравнений. Приведем примеры.

Пример 1.1. Точка M движется по оси Ox со скоростью v(t) = 2 cos t м/с, начальный момент движения – t = 0 c, конечный – t = 15 c. Найдите: 1) расстояние между начальным положением x(0) и конечным положением x(15); 2) длину пути, пройденного точкой M.

Решение. Закон движения x = x(t) точки M удовлетворяет задаче

x′ = 2 cos t, x(0) = 0.

Поэтому законом движения точки M является

∫t

x(t) = 2 cos τdτ.

0

Поэтому: 1) расстояние l между x(0) и x(15) равно

∫15

l = | 2 cos τdτ| = |2 sin 15| ≈ 1, 3006 м,

0
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2) длина d пути, пройденного точкой M, равна

∫15

d = |2 cos τ|dτ ≈ 18, 6994 м.

0

Пример 1.2. Считая посадочную скорость самолета равной v0, определите его замедление a и время t1, через которое самолет остановится, если замедление самолета постоянное и путь до остановки равен l.

Решение. Закон движения x = x(t) самолета при посадке удовлетворяет задаче

x′′ = a, x|t=0 = 0, x′|t=0 = v0.

Интегрируя данную задачу, получаем, что

at2

	 
	x(t) = v0t +
	 
	.

	 
	 

	 
	 
	2
	 

	Тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x(t1) = l, x′(t1) = 0.

	Поэтому
	v0t1 + a
	t12

	 

	 
	 
	= l,

	 
	2

	 
	 
	+ at1 = 0.

	 
	v0



Из последней системы получаем искомое решение нашей за-

дачи

a = −v02, t1 = 2l. 2l v0
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§ 2. Основные понятия теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

Уравнения, в которые входят производные неизвестных функций, будем называть дифференциальными. Если неизвестные функции зависят от одной независимой переменной (аргумента), то будем говорить об обыкновенных дифференциальных уравнениях, в противном случае – о дифференциальных уравнениях с частными производными. В основном мы будем рассматривать свойства и методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений.

Обозначим независимую переменную, производная по которой от искомой функции входит в состав обыкновенного дифференциального уравнения, через t, а саму искомую скалярную функцию через x(t). Запишем обыкновенное диффе-

	ренциальное уравнение в виде
	 
	 
	 

	 
	dx
	dnx
	 

	F (t, x,
	 
	, . . . ,
	 
	) = 0.
	(2.1)

	dt
	dtn



Порядок n N старшей производной в (2.1) будем называть

порядком дифференциального уравнения. Таким образом, (2.1) является обыкновенным дифференциальным уравнением n–го порядка.

Определение 2.1. Решением обыкновенного дифференциального уравнения (2.1) на некотором промежутке I R числовой прямой R будем называть n раз непрерывно дифференцируемую (гладкую) на этом промежутке функцию x(t), удовлетворяющую при любом t I этому уравнению.

Если в (2.1) n = 1, то имеем обыкновенное дифферен-
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	циальное уравнение первого порядка
	 

	 
	 
	 
	dx
	 

	F (t, x,
	 
	) = 0.
	 

	dt
	 

	Во многих случаях его удается записать в виде
	 

	 
	dx
	 

	 
	 
	= f(t, x).
	(2.2)

	 
	dt



Тогда его называют обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка, разрешенным относительно производной. При n > 1 получаем обыкновенное дифференциальное уравнение высшего порядка.

В дифференциальные уравнения (2.1) и (2.2) входит одна искомая функция x(t). В теории обыкновенных дифференциальных уравнений рассматривают также системы уравнений, которые состоят из n обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка и такого же числа искомых функций. Если система обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка разрешена относительно производных:

dxi

dt = fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, n, (2.3)

то ее называют нормальной системой обыкновенных дифференциальных уравнений. В этом случае число n

– число дифференциальных уравнений, входящих в систему (2.3), называют порядком нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Если правые

части в (2.3) не зависят явно от t (т.е. ∂fi ≡ 0, i = 1, n),

∂t

то мы имеем автономную нормальную систему обыкновенных дифференциальных уравнений, в противном случае – неавтономную нормальную систему обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Рассматривая xi(t), i = 1, n, как координатные функции, введем вектор–функцию скалярного аргумента x(t) = (x1(t),

. . . , xn(t)). Аналогично, считая

fi(t, x) = fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, n,

координатными функциями векторной функции, представим ее в виде f(t, x) = (f1(t, x), . . . , fn(t, x)). Тогда систему (2.3) можно записать в векторной форме

	dx
	 

	dt = f(t, x).
	(2.4)



Определение 2.2. Решением нормальной системы (2.4) обыкновенных дифференциальных уравнений на некотором промежутке I R будем называть вектор– функцию x(t), определенную и непрерывно дифференцируемую на этом промежутке, при любом t I удовлетворяющую этой системе.

Обыкновенное дифференциальное уравнение n–го порядка

	dnx
	 
	dx
	 
	dn−1x
	 

	 
	= f
	(t, x,
	 
	, . . . ,
	 
	) = 0,
	(2.5)

	dtn
	dt
	dtn−1



разрешенное относительно старшей производной, можно свести к нормальной системе. В самом деле, обозначив

		x(t) = x1(t),
	dx
	=
	dx1
	= x2(t), . . . ,
	dn−1x
	=
	dxn−1
	= xn(t),

		dt
	dt
	dtn−1
	dt

		получим
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	dnx
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	dxn
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	=
	 
	,
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	n
	dt
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	dt
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	и уравнение (2.5) примет вид
	 

	 
	 
	dx
	 
	 

	 
	1
	 
	= x2,
	 

	 
	dt
	 

	 
	. . . . . . . . .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	1
	 
	(2.6)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	d − x
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= xn,
	 

	 
	 
	n 1
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	dt
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	dnx
	−= f(t, x1, . . . , xn).
	 

	 
	 
	 

	 
	 
	 
	n
	 
	 

	 
	dt
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Процесс
	нахождения решения обыкновенного дифферен-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



циального уравнения будем называть интегрированием дифференциального уравнения. Если решение обыкновенного дифференциального уравнения можно получить при помощи конечного числа операций интегрирования и дифференцирования и выразить через элементарные функции, то будем говорить, что решение дифференциального уравнения получено (или выражено) в квадратурах.

Как показывают примеры из § 1, обыкновенные дифференциальные уравнения обычно имеют бесконечное множество решений. Выражения для решений, содержащие в качестве параметров произвольные постоянные, будем называть общими решениями. Придавая параметрам конкретные значения, получаем частные решения. Для выделения отдельных решений необходимо задание дополнительных условий, которым должна удовлетворять искомая функция. Если дополнительные условия относятся к одному и тому же значению аргумента искомой функции, то их называют начальными. Условия, относящиеся к различным значениям аргумента, называют граничными. Начальные и граничные условия в совокупности называют краевыми. Дифференциальное уравнение вместе с начальными условиями (граничными условиями, краевыми условиями) определяет началь-
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ную задачу (граничную задачу, краевую задачу). Если начальные условия для дифференциального уравне-

ния или системы дифференциальных уравнений порядка n состоят в задании значений решения и (в случае дифференциального уравнения) значений его производных до порядка n−1 включительно, то их называют условиями Коши. Начальную задачу с условиями Коши называют задачей Коши.
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§ 3. Линейные однородные дифференциальные уравнения n–го порядка.

Линейным дифференциальным уравнением n–го порядка будем называть дифференциальное уравнение

	pn(t)x(n) + pn−1(t)x(n−1) + . . . + p0(t)x = f(t).
	(3.1)



Здесь pk(t), k = 0, n, и f(t) есть функции, заданные на промежутке I R. Если f(t) ≡ 0, то дифференциальное уравнение (3.1) будем называть линейным однородным дифференциальным уравнением, а если f(t) ̸≡0, – то линейным неоднородным дифференциальным уравнением.

Пусть в дифференциальном уравнении (3.1) функция pn(t) ≠ 0, t I. Тогда, разделив обе его части на функцию pn(t), получим дифференциальное уравнение

	x(n) + an−1(t)x(n−1) + . . . + a0(t)x = g(t).
	(3.2)



Задача Коши для дифференциального уравнения (3.2) формулируется таким образом: найти решение x = x(t) этого дифференциального уравнения, удовлетворяющее начальным условиям:

	x(t
	) = x
	, x′(t ) = x′
	, . . . , x(n−1)(t
	) = x(n−1),
	(3.3)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	 



где заданные числа x(0k) таковы, что |x(0k)| < +∞, k = 0, n − 1, t0 I.

Теорема 3.1. Пусть коэффициенты ak(t), k = 0, n − 1, и правая часть g(t) дифференциального уравнения (3.2) есть непрерывные на I функции. Тогда:

1)решение задачи Коши (3.2), (3.3) существует на всем промежутке I;

2)если два решения x1(t) и x2(t) дифференциального уравнения (3.2) удовлетворяют одним и тем же условиям, то

x1(t) = x2(t), t I.
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Следствие 3.1. Пусть коэффициенты ak(t), k = 0, n − 1, есть непрерывные на I функции и x(t) есть решение линейного однородного дифференциального уравнения n–го порядка

	x(n) + an−1(t)x(n−1) + . . . + a0(t)x = 0,
	(3.4)



удовлетворяющее нулевым (тривиальным) начальным условиям

	x(t0) = x′(t0) = . . . = x(n−1)(t0) = 0.
	(3.5)



Тогда x(t) = 0, t I.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что у дифференциального уравнения (3.2) коэффициенты ak(t), k = 0, n − 1, и правая часть g(t), есть вещественные и непрерывные на I функции. Левую часть этого дифференциального уравнения

	обозначим следующим образом
	 

	L[x] = x(n) + an−1(t)x(n−1) + . . . + a0(t)x.
	(3.6)



Выражение L[x] будем называть линейным дифференциальным оператором. Он n раз непрерывно дифференцируемую на I функцию x(t) преобразует в новую функцию L[x(t)]. С помощью данного линейного дифференциального оператора дифференциальные уравнения (3.2) и (3.4) кратко записываются в видах L[x] = g(t) и L[x] = 0, соответственно.

Непосредственными вычислениями проверяем линейность дифференциального оператора L[x]: т.е. для любых двух n раз дифференцируемых на I функций x1(t) и x2(t), и любых двух вещественных чисел α и β имеет место соотношение (У– 1)

L[αx1 + βx2] = αL[x1] + βL[x2].

Теперь из линейности дифференциального оператора L[x] имеем следующие его свойства.
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