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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ Цели и задачи дисциплины

Дисциплина «Математический анализ» изучается студентами первого и второго курсов специальности Физика. Информатика и знакомит студентов с дифференциальным и интегральным счисления функций, числовыми и функциональными рядами, дифференциальными уравнениями и теорией функций комплексной переменной. Она опирается на знания школьного курса математики, непосредственно связана с курсом алгебры и геометрии, является базой для изучения курсов общей и теоретической физики, некоторых разделов информатики.

Целью изучения курса является научное обоснование понятий математического анализа, формирование и развитие системных знаний о роли и месте математического анализа, правильного и полного понимания его основ.

Дифференциальное и интегральное счисления функций, дифференциальные уравнения, числовые и функциональные ряды, теория функций комплексной переменной широко используются в общей и теоретической физике. Поэтому задачами изучения курса являются обеспечение студентов знаниями математического аппарата общей и теоретической физики, математических дисциплин, а также качественной профессиональной деятельности.

После изучения дисциплины студент должен знать теории дифференциального и интегрального счисления, рядов, дифференциальных уравнений, теорию функций комплексного переменного: основные идеи построения математических моделей процессов естествознания и пути исследований этих процессов с помощью аппарата математического анализа, а также основы приближенных вычислений.

Студент должен уметь применять изученную теорию для решения практических задач, строить математические модели процессов естествознания по условиям задачи и решать их методами математического анализа.











1 КУРС 2 СЕМЕСТР Интегральное исчисление функции одной переменной.

Лекция 1

Первообразная функция и неопределенный интеграл. Основные свойства неопределенного интеграла. Непосредственное интегрирование.

1. Определение первообразной функции и примеры

Определение 1.1 Функция F(x), определенная на множестве X, называется первообразной функцией (или первообразной) (для) функции f(x), определенной на этом же множестве X, если в каждой точке x, принадлежащей множеству X, функция F(x) имеет конечную производную F/ (x) , значение которой в точке x равно значению функции f(x) в этой

	точке, т.е.
	 
	 

	F x f x
	х X .
	(1.1)



Пример 1.1 Пусть функция f(x) равна нулю в каждой точке некоторого конечного или бесконечного промежутка X, т.е. f(x)= 0 на Х . Так как производная постоянной функции F(x)=C, определенной на этом промежутке, равна F (x)=(C) =0= f(x) в каждой точке x из X, то постоянная функция является первообразной для функции, равной нулю на Х. В качестве постоянной С можно брать любое число, поэтому функция f(x)=0 имеет бесконечно много первообразных В частности, ее первообразными являются

	 
	 
	 
	 
	 

	функции F(x)=1, F(x)=
	7 и т.д.
	 
	 

	Пример 1.2 Пусть f ( x) x .
	 
	 

	Функция
	 
	F ( x) 
	x 1
	является первообразной для этой

	 
	1

	 
	 
	 
	 



функции, потому что ее производная, вычисленная по правилу

дифференцирования степенной функции










	 
	 
	x
	1
	 
	/
	1
	 
	1 x 1 1 x равна заданной функции. Здесь

	F / ( x) 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 

	1 , так как делить на нуль нельзя. Множество Х,
	на котором функция

	F ( x) 
	x 1
	является первообразной для функции
	f ( x) x зависит от

	 

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 



значения .

Теорема 1.1 Если функция F(x) является первообразной для функции f(x) на конечном или бесконечном промежутке X, то любая другая первообразная для этой функции на этом промежутке имеет вид F(x)+C, где C—произвольная постоянная.

Пусть функции F(x) и Ф(x) являются первообразными для функции f(x) на

	промежутке Х.
	Так как Ф / ( x) f ( x) и F / ( x) f ( x)
	в каждой точке x из

	промежутка
	Х, то
	(Ф(х)-F(x)) / Ф / ( x) F / ( x) 
	f ( x) f ( x) 0 на



промежутке Х. Из теоремы Лагранжа вытекает, что Ф(х)-F(x)=C на всем промежутке Х, т.е. Ф(х)=F(x)+C, где С—произвольная постоянная.

Определение 2.1 Совокупность всех первообразных (для) данной функции f(x), определенной на конечном или бесконечном промежутке, называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обозначается f ( x)dх .

Функция f(x) называется подынтегральной функцией, f(x)dx –

подынтегральным выражением, символом неопределенного интеграла,

х ─переменной интегрирования. Из определения следует равенство

	f ( x)dx F x C
	(2.1)



Здесь F(x) - какая-либо первообразная для функции f(x), C – произвольная постоянная. Если функция f(x) имеет первообразную, то говорят, что интеграл существует, а функция f(x) интегрируема. Операция

вычисления интеграла назывется интегрированием функции. Так,

0 dx C , cos xdx sin x C ,

	 
	 
	 
	1
	 
	dx arcsin x C , a xdx 
	a x
	C .

	 
	 
	 
	 
	ln a

	 
	x2

	1
	 
	 
	 













Первообразные для подынтегральных функций этих интегралов мы нашли раньше (§1). Геометрический смысл неопределенного интеграла: уравнение y=F(x)+С определяет семейство кривых на плоскости, зависящее от параметра С, которому можно придавать любые значения. Очевидно, эти кривые не пересекаются, причем график любой первообразной может быть получен сдвигом графика функции y=F(x) вверх или вниз на величину С .

2. Основные свойства неопределенного интеграла

Пусть функция F(x) является первообразной для функции f(x), т.е.

F x f ( x) , т.е. f ( x)dx F x C . Из этих равенств непосредственно следуют следующие свойства интеграла.

1. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, т. е.

	 
	 
	 
	 
	 
	f x
	 

	 
	 
	f x dx 
	 
	( 2.2)

	( f (x)dx) /
	(F(x) C) / F / (x) (C) / f (x). 
	 

	 
	 
	 
	х2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	Пример.
	( xdx) / 
	 
	С
	 
	х .
	 

	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, т.е.





d f x dx f x dx

d f x dx f x dx dx f x dx 

		 
	х2
	 

		 

		Пример. d ( xdx) 
	 
	С dx хdx .

		2

		 
	 






(2.3)

df ( x) f ( x) dx






3. Неопределенный интеграл от производной функции равен сумме самой функции и произвольной постоянной, т. е.

	 
	F 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2.4)

	 
	 
	x dx F
	 
	x
	 
	C
	 



F x C F x C F x 

Пример. cos xdx sin x dx sin x C , sin x C cos x .












4. Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен сумме самой функции и произвольной постоянной, т. е.

	dF x F x C
	(2.5)



dF ( x) F / ( x)dx f ( x)dx F ( x) C 

Пример. cos xdx d sin x sin x C , sin x C cos x .

Свойства 1-4 выражают тот факт, что операции дифференцирования и интегрирования являются взаимно обратными. Обычно, свойства 1 и 2 применяются для проверки результатов интегрирования. Если производная или дифференциал от результата совпадают соответственно с подынтегральной функцией или подынтегральным выражением, то интеграл найден правильно.

		Например, интеграл cos 3 x 1 dx 
	1
	sin 3 x 1 С
	найден верно,

		3

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		1
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	3x 1 cos 3x 1 .
	 

		ибо 
	 
	sin 3x 1 С 
	 
	 
	3cos
	 

		 
	 
	 

		3
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 



Интеграл xdx 2x C найден неверно, так как производная от результата 2 х С 2 не совпадает с подынтегральной функцией х.

Верны также следующие свойства.

5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т. е.

	 
	 
	 
	 
	 
	k f x dx k f x dx
	(2.6)

	аf x dx аF x dx 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx аF x C .
	 

	аF x 
	 

	 
	С 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	а F x 
	 
	а F x С1
	а f x dx 
	 

	 
	 

	 
	а 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример. 
	 
	5
	 
	dx 5
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	dx 5arcsin x C ,
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 x 2
	 
	 
	1
	x 2
	 
	 
	 
	 

	Проверка: 5arcsin x C 
	 
	 
	5
	 
	.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 x 2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 








6. Неопределенный интеграл от суммы двух функций равен сумме интегралов от этих функций, т. е.

	f x g x dx f (x)dx g(x)dx
	(2.7)



Пусть F(x) - первообразная для функции f(x), а G(x) - первообразная для

	функции g(x). Тогда f (x)dx F x C1 ,
	g(x)dx G x C2 . Далее:

	f x g x dx F x G x dx 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	F x G x dx =

	F x G x С = F x С1 G x С2 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	= f (x)dx g(x)dx 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример. 
	 
	3
	3 x
	 
	 
	3
	dx 
	 
	 
	3 x
	dx 
	1
	 
	4
	 
	1
	 
	x
	C
	 

	x
	 
	2
	dx 
	x
	2
	 
	 
	x
	 
	 
	8
	 
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	ln 8
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Заметим, что свойство 6 очевидным образом распространяется на сумму (разность) конечного числа функций.

7. Неопределенный интеграл не зависит от выбора переменной интегрирования, т.е. если f ( x)dx F x C , то f (u)du F u C , где

	u x ─некоторая дифференцируемая
	функция, причем такая, что

	существует сложная функция f u x .
	 
	 
	 

	Формула
	f (u)du F u C f (u х )u х dх F u х C верна,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x f x ).

	так как Fx
	u x Fu
	u u
	x f u u x , F
	 



Другими словами, в формулу f ( x)dx F x C можно подставить вместо х любую дифференцируемую функцию и получить верный результат.

Например, так как e x dx e x C , то, подставляя х2 вместо х в эту формулу,

получим

e x2 dx2 e x2 C , что верно, т.к.

e x2 dx2 e x2 x2 dх 2 e x2 хdx e x2 C .

Из определения неопределенного интеграла вытекают следующие формулы (таблица интегралов).

Таблица основных неопределенных интегралов

1. 0 dx С .











2. du u C .

u1

3.u du 1 C – произвольная величина, 1 .

4.duu ln u C .

		5. au du 
	au
	C a 0, a 1 .

		lna

		 
	 



6.eu du eu C .

7.sinudu cosu C .

8.сosudu sinu C .

	9.
	 
	du
	 
	tgu C .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	cos2u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10.
	 
	du
	 
	 
	ctgu C .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	sin 2u
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	11.
	 
	du
	 
	arctgu C .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1 u 2
	 
	 
	 
	 

	12. 
	 
	du
	 
	 
	 
	arcsinu C .
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1 u 2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	13.
	 
	 
	du
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	arctg
	u
	C .
	 
	 

	a2 u 2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	14.
	 
	 
	du
	 
	 
	 
	 
	arcsin
	u
	 
	C .
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	a2 u 2
	a
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	15.
	 
	 
	du
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	u a
	 
	 
	C .
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ln
	 
	 
	 
	 

	u 2 a2
	 
	 
	2a
	u a
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	du
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	16.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln
	u 
	u 2
	a2
	 
	C .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	u 2 a2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Приведенные в таблице формулы представляют верные равенства на любом промежутке, на котором определена подынтегральная функция.











Лекция 2




Интегрирование путем замены переменной и по частям.

Пусть требуется найти интеграл f ( x)dx , где подынтегральная функция непрерывна на промежутке Х. Предположим, что на этом

	промежутке существует функция
	 
	u x
	непрерывная
	вместе со
	своей

	производной u x ,
	причем функцию f x можно записать в виде
	f x =

	g 
	 
	x
	 
	 
	 
	x
	 
	. Тогда верна
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема 2.1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Если
	 
	g(u)du G u C ,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(2.1)
	 
	 
	 
	 

	то
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	f ( x)dx =
	G 
	x
	 
	C
	,
	 
	 
	(2.2)
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	В самом деле, интегралы существуют, так как подынтегральные

	функции
	 
	по
	условию
	теоремы
	непрерывны на промежутке Х, причем

	G u g(u)
	в силу (2.1). Дифференцируя правую часть равенства (2.2),

	находим
	 
	 
	 
	(G ( x) C ) / G / ( x) G / (u) u / ( x) g u u / ( x) 
	=

	g 
	 
	x
	 
	 
	 
	x
	 
	f
	 
	x
	 
	, и формула (2.2) верна
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	Из
	 
	теоремы 2.1
	вытекает
	 
	правило
	вычисления
	интегралов
	вида

	f (ax b)dx .
	 
	Учитывая равенство
	1
	d(ax b) 
	1
	(ax b) dx 
	1
	аdx dx ,

	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	a
	 
	a
	 



запишем этот интеграл в виде f (ax b)dx а1 f (ax b)d аx b . Вводим

	вспомогательную
	функцию u x ax b .
	Выражаем
	подынтегральное

	выражение
	через
	введенную вспомогательную
	функцию:
	f (ax b)dx =

	 
	1
	f (u)du . Вычисляя последний интеграл и подставляя в результат
	ax b

	 
	 

	 
	а
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	вместо u, получим значение интеграла f (ax b)dx .
	 
	 
	 

	Пример 2.1 Найти интеграл 7 х 5 3dx .
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение.
	Здесь
	ах+b = 7x-5,
	поэтому
	положим
	u = 7x-5.
	Далее,

	du = 7 х 5 dx 7dx dx 
	1
	du .
	Записываем
	интеграл
	через
	новую

	 

	 
	 
	 
	 
	7
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



переменную и вычисляем его значение 7 х 5 3dx = u3 17 du 17 u3du 












	 
	1
	u4
	 
	 
	1
	u4 C .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	C
	 
	 
	Подставляем
	7x-5
	вместо
	 
	u
	в результат
	и

	 
	 
	 

	 
	7
	4
	1
	 
	28
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	получаем значение исходного интеграла: 7 х 5 3dx =
	 
	1
	 
	(7 x 5) 4 C.
	 

	28
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пример 2.2 Найти интеграл
	 
	dx
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x ln x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Решение. Имеем: d (ln x) (ln x) / dx 
	dx
	,
	 
	dx
	 
	 
	1
	d (ln x) 
	 
	u ln x
	 
	 
	=

	 
	 
	 

	 
	x ln x
	ln x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



duu ln u С ln ln x C .

Теорема 2.2

Пусть функции u(x) и v(x) имеют непрерывные производные на промежутке X. Тогда верна формула

	u(x) v / (x) dx u(x)v(x) u/ (x)v(x) dx u dv uv v du
	,
	(2.3)



u / ( x)dx du, v / ( x)dx dv .

Действительно, u( x)v( x) / u / ( x)v( x) v / ( x)u( x). Интегрируем это равенство: u( x)v( x) / dx u / ( x)v( x)dx v / ( x)u( x)dx u( x)v( x) 

= u / ( x)v( x)dx v / ( x)u( x)dx , из последнего равенства следует формула

(2.3), которая называется формулой интегрирования по частям.

Пример 2.3 Найти ln x dx.

Решение.

		 
	u ln x,
	du 
	1
	dx,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		ln x dx 
	 
	x ln x x
	1
	dx x ln x 1dx x ln x x C.

		 
	 
	 
	 
	 
	x
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	x

		dv dx,
	v 1dx x (C 0)
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Проверка:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		x ln x x C x / ln x x(ln x) / 1 ln x x 
	1
	1 ln x 1 1 ln x.

		x

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		Пример 2.4 Найти интеграл
	 
	xsin xdx .
	 
	 
	 
	 
	 

		Решение.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		x sin x dx 
	 
	u x,
	 
	 
	du dx,
	 
	x( cos x) cos x dx 

		 
	 
	 
	 

		 
	dv sin x dx,
	v cos x (C 0)

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



x cos x sin x C.











Лекция 3




Интегрирование рациональных дробей.

Определение 3.1. Простейшими рациональными дробями называются:

	1)
	 
	 
	A
	,
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ax b
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2)
	 
	 
	k
	 
	 
	, n 2,

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(ax b)n

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	 
	 
	k x d
	 
	,
	 

	 
	 
	ax2 bx c
	 

	4)
	 
	 
	k x d
	 
	 
	, n N.

	 
	 
	 

	 
	 
	ax2 bx c n



Вычисление интегралов от простейших рациональных дробей.

	1) 
	A
	 
	dx 
	 
	A
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	d (ax b) 
	 
	A
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	C.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ln
	ax b
	 

	ax b
	 
	 
	 
	ax b
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	k (ax b)1 n
	 

	2) 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	k
	(ax b) n d (ax b) 
	C 

	(ax b)n
	a
	a
	 
	 
	 
	1 n

	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	C.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a(n 1)(ax b)n 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3)
	Для вычисления
	 
	 
	интеграла
	 
	 
	k x d
	 
	 
	dx
	преобразуем правильную

	 
	 
	ax2 bx c

	 
	 
	рациональную дробь:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	k x d
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k x d
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	ax2 bx c
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	b
	 
	 
	 
	b 2
	 
	 
	b 2
	 
	 
	c 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a x
	 
	 
	2x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2a 
	 
	 
	2a 
	 
	 
	a 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	k x d
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	b
	 
	 
	2
	 
	 
	b 2
	 
	 
	c
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a 
	(x 
	 
	 
	)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2a
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