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МАТЭМАТЫЧНЫ АНАЛІЗ 1 КУРС 2 СЕМЕСТР

Прыкладанні вызначанага інтэграла.

У аснову дадзенага курса пакладзена вучэбнае выданне У. А. Шылінец, С. А

Лугоўскі ВЫЗНАЧАНЫ ІНТЭГРАЛ, Мінск, БДПУ. 2004.

Лекцыя 1

Плошча плоскіх фігур у дэкартавых і палярных каардынатах. Вылічэнне аб`ёмаў цел па вядомых плошчах папярочных сечываў. Аб`ём цела вярчэння. Прынцып Кавальеры.

Дапаможныя паняцці

Няхай a — некаторы пункт плоскасці; — дадатны лік.

Сукупнасць усіх пунктаў плоскасці, адлегласць ад якіх да пункта a меншая

	(меншая або роўная) , называецца адкрытым (замкнутым) кругам радыуса
	з

	цэнтрам у пункце a .
	 
	 
	 

	Адкрыты круг радыуса
	з цэнтрам у пункце a называецца
	таксама
	-

	наваколлем пункта a .
	 
	 
	 

	Няхай (Р) — некаторае мноства пунктаў плоскасці. Пункт a
	называецца

	ўнутраным пунктам мноства (Р), калі ў гэтага пункта існуе такое
	-наваколле,

	якое змяшчаецца ў мностве (Р).
	 
	 

	Адзначым, што сам унутраны пункт мноства (Р) належыць гэтаму мноству.
	 

	Пункт a называецца гранічным пунктам мноства (Р), калі любое
	-наваколле



гэтага пункта змяшчае як пункты, якія належаць мноству (Р), так і пункты, якія не належаць гэтаму мноству.

Адзначым, што сам гранічны пункт мноства (Р) можа як належаць мноству (Р), так і не належаць.

Сукупнасць усіх гранічных пунктаў мноства (Р) называецца граніцай мноства (Р). Прыклад 1. Разгледзім мноства пунктаў плоскасці, прамавугольныя дэкартавыя каардынаты якіх задавальняюць няроўнасці x2 y2 1.

Гэтае мноства з’яўляецца адкрытым кругам радыуса 1 з цэнтрам у пункце O 0; 0 . Любы пункт гэтага мноства з’яўляецца ўнутраным пунктам гэтага мноства. Граніцай дадзенага мноства з’яўляецца акружнасць x2 y2 1.













(B)

(A)

(P)

Рыс. 1.1

Мноства (Р) называецца абмежаваным, калі яно змяшчаецца ў некаторым крузе.

Абмежаванае мноства пунктаў плоскасці называецца плоскай фігурай. Многавугольнай фігурай (карацей многавугольнікам) называецца такое мноства пунктаў плоскасці, якое можа быць складзена з канечнага ліку трохвугольнікаў, якія не маюць агульных унутраных пунктаў.

Азначэнне квадравальнасці і плошчы квадравальнай фігуры

З курса геаметрыі вядома паняцце плошчы многавугольніка. Плошча многавугольніка — гэта лік, які валодае ўласцівасцямі:

1 уласцівасць (дадатнасць). Плошча многавугольніка ёсць неадмоўны лік.

2 уласцівасць (інварыянтнасць). Роўныя многавугольнікі маюць роўныя плошчы.

3 уласцівасць (адытыўнасць). Няхай A1 , A2 — два многавугольнікі, якія не маюць агульных унутраных пунктаў, а A — іх аб’яднанне. Тады плошча многавугольніка A будзе роўная суме плошчаў многавугольнікаў A1 і A2 .

4 уласцівасць (нармаванасць). Плошча адзінкавага квадрата роўная адзінцы.

	Распаўсюдзім
	паняцце
	плошчы,
	захоўваючы ўсе
	чатыры
	ўласцівасці,

	з многавугольнікаў на некаторы больш шырокі клас плоскіх фігур.
	 

	Няхай
	(Р)
	—
	некаторая
	плоская
	фігура

	(Ррыс. 1.1).
	 
	 
	 
	 
	 

	Разгледзім адвольны многавугольнік
	A , які змяшчаецца ў фігуры (Р). Плошчу



яго абазначым праз А. Разгледзім таксама адвольны многавугольнік (В), які змяшчае фігуру (Р). Плошчу яго абазначым праз В.

Зразумела, што для двух любых многавугольнікаў (А) і (В) мае месца няроўнасць: A B . Гэта няроўнасць сведчыць аб тым, што мноства A

плошчаў разнастайных многавугольнікаў (А), якія змяшчаюцца ў фігуры (Р), абмежавана зверху плошчай В любога многавугольніка (В), які змяшчае фігуру

(Р). Таму мноства A мае верхнюю мяжу. Абазначым яе праз P* :












P* sup A .

Калі ў фігуру (Р) нельга ўпісаць ніводнага многавугольніка (А), то па азначэнні мяркуем, што P* 0 .

Па азначэнні верхняй мяжы лікавага мноства маем для любога многавугольніка

(В):

P* B .

Гэта няроўнасць сведчыць аб тым, што мноства B плошчаў разнастайных многавугольнікаў (В), якія змяшчаюць фігуру (Р), абмежавана знізу лікам P* . Таму мноства B мае ніжнюю мяжу. Абазначым яе праз P* :

P* inf B .

Па азначэнні ніжняй мяжы лікавага мноства маем:

P* P* . (1)

Такім чынам, для любой плоскай фігуры (Р) мы ўстанавілі праўдзівасць няроўнасці (1).

Лік P* называецца ўнутранай плошчай фігуры (Р), лік P* — вонкавай плошчай фігуры (Р).

Азначэнне. Калі P* P* , то фігура (Р) называецца квадравальнай,

а лік

P P* P* —

плошчай такой фігуры.

Такім чынам, мы распаўсюдзілі паняцце плошчы на некаторы, больш шырокі клас фігур (на квадравальныя фігуры). Адзначым, што многавугольнік з’яўляецца квадравальнай фігурай. Яго плошча, у сэнсе сфармуляванага вышэй азначэння, роўная зыходнай плошчы.

Узнікае пытанне: ці існуюць неквадравальныя фігуры? Ніжэй мы разгледзім прыклад неквадравальнай фігуры.

Заўвага. Уведзенае вышэй паняцце плошчы называецца плошчай па Жардану або мерай Жардана.

Прыметы квадравальнасці

Тэарэма 1. Для таго, каб фігура (Р) была квадравальнай, неабходна і дастаткова, каб для любога ліку 0 можна было б знайсці два такія многавугольнікі (А) і (В), што

	B A .
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Доказ.
	Неабходнасць.
	Па ўмове фігура
	(P ) з’яўляецца
	квадравальнай,

	г. зн. P
	P*
	P . Возьмем адвольны лік
	0 . Лік P P з’яўляецца верхняй

	*
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 

	мяжой мноства
	A , г. зн. найменшым з лікаў, якія абмяжоўваюць мноства A

	зверху. Таму лік P
	 
	 
	ужо не будзе абмяжоўваць мноства
	A зверху. Таму

	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



знойдзецца такі многавугольнік (А), што












	A
	P
	 
	 
	 
	.
	(2)
	 
	 

	2
	 
	 

	Аналагічна, знойдзецца такі многавугольнік (В), што
	 
	 

	B
	P
	 
	.
	(3)
	 
	 

	2
	 
	 

	Калі з няроўнасці (3) адняць няроўнасць (2), то атрымаем:
	 

	B
	A
	.
	 
	 
	 

	Дастатковасць. Згодна з умовай для любога ліку
	0 знойдуцца два такія

	многавугольнікі (А) і (В), што
	 
	 
	 

	B
	A
	.
	(4)
	 
	 

	Скарыстаўшы няроўнасць (1), будзем мець: A
	P
	P* B .
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 

	Адсюль і з няроўнасці (4) атрымаем, што P*
	P
	для любога ліку
	0 .

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	*
	 
	 



Адсюль вынікае, што P* P* . Тэарэму 1 даказалі цалкам.

Разгледзім мноства ўсіх пунктаў плоскасці, якія змяшчаюцца ў многавугольніку (В), але не змяшчаюцца ўнутры многавугольніка (А) (рыс.14).

(B)

(P)

(A)

Рыс.1.2

Гэта мноства пунктаў з’яўляецца, відавочна, многавугольнікам, які пакрывае, г. зн. змяшчае граніцу фігуры (Р). Сфармулюем даказаную вышэй тэарэму 1.

Тэарэма 1' . Для таго, каб фігура (Р) была квадравальнай, неабходна і дастаткова, каб яе граніцу можна было б пакрыць многавугольнікам колькі пажадана малой плошчы.

Дамовімся, што мноства пунктаў плоскасці (у прыватнасці крывая) мае плошчу, роўную нулю, калі яго можна пакрыць многавугольнікам колькі пажадана малой плошчы. Улічваючы гэта, можна сфармуляваць даказаную вышэй тэарэму.










y

1

	O
	1
	x

	Рыс.1.3
	 
	 

	Тэарэма
	1''.
	Для таго, каб фігура (Р) была квадравальнай, неабходна і



дастаткова, каб яе граніца мела плошчу, роўную нулю.

Прыклад 2. Разгледзім адзінкавы квадрат (рыс.1.3).

Мноства усіх пунктаў гэтага квадрата, якія маюць рацыянальныя абсцысы, абазначым праз (Q). Дакажам, што фігура (Q) з’яўляецца неквадравальнай. Кожны пункт разглядаемага квадрата з’яўляецца гранічным пунктам фігуры (Q). Таму граніцай фігуры (Q) — разглядаемы квадрат. Калі скарыстаць тэарэму 1», то атрымаем, што фігура (Q) з’яўляецца неквадравальнай.

Дакажам важную дастатковую прымету квадравальнасці. Папярэдне дакажам наступную лему.

					
	Лема. Любая крывая, раўнанне якой можна
	запісаць у выглядзе y f x

	a x b або x g y
	c
	y d , дзе f x
	, g y — непарыўныя на адпа-

	ведных адрэзках функцыі, мае роўную нулю плошчу.
	 

	Доказ. Дакажам першую частку лемы. Возьмем адвольны лік
	0 . Паколькі па

	ўмове тэарэмы функцыя
	f x
	непарыўная на адрэзку a, b , то згодна з



тэарэмай Кантара яна будзе раўнамерна непарыўнай на гэтым адрэзку. Таму

	для ліку
	 
	 
	 
	 
	0
	знойдзецца такі лік
	0 , што для любой пары пунктаў x ' ,

	 
	b
	a

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x "
	a,
	b , якія задавальняюць умове
	x '
	x "
	, выконваецца няроўнасць

	 
	f
	x '
	f x "
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	(5)

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	b
	a
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Разгледзім адвольную разбіўку Т адрэзка
	a, b , які задавальняе толькі адзінай

	умове, што
	 
	 
	 
	(рыс. 1.4).
	 
	 

	Функцыя f
	x
	з’яўляецца непарыўнай на частковым адрэзку xk 1, xk , таму



паводле другой тэарэмы Вейерштраса яна дасягае на гэтым адрэзку свайго найменшага значэння mk у пункце k ' , а таксама свайго найбольшага значэння

	Mk
	у пункце k " :

	mk
	f
	k ' ,

	Mk
	f
	k " .













	y
	y f(x)

	 



	O a x
	0
	x
	1
	x
	k 1
	’
	’ x
	k
	b x
	n
	x

	 
	 
	 
	k
	k
	 
	 



	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Рыс. 1.4

	Пункты
	k ' і
	k " задавальняюць умове

	 
	k '
	k "
	 
	 
	,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	бо яны ляжаць на адрэзку
	xk 1, xk , даўжыня якога меншая . Таму на

	падставе (5) для пунктаў k ' і
	k " будзе выконвацца наступная няроўнасць:

	 
	f
	k '
	f k
	"
	 
	 
	 
	 
	 
	,
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	b
	a
	 

	г. зн.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Mk
	mk
	 
	 
	 
	 
	 
	.
	 
	 
	 
	(6)

	 
	b
	 
	a
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Разгледзім фігуру, якая складзена з прамавугольнікаў, вяршыні якіх маюць наступныя каардынаты: xk 1, mk , xk 1, Mk , xk , Mk , xk , mk (k = 1, 2, … , n). Гэта фігура з’яўляецца многавугольнікам, які пакрывае дадзеную крывую. Вылічым плошчу S гэтага многавугольніка. Маем:

	n
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	S
	Mk mk
	xk
	 
	 
	 
	xk
	 
	b a
	.
	 

	b
	a k 1
	b a
	 

	k
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	Такім
	чынам, мы
	даказалі,
	што
	для
	любога ліку
	0 знойдзецца такі

	многавугольнік, які пакрывае дадзеную крывую, плошча якога S
	. Гэта і



сведчыць, што дадзеная крывая мае роўную нулю плошчу. Лема даказана цалкам.

Тэарэма 2. Калі граніца фігуры (Р) складаецца з канечнага ліку частак, кожная

	з
	якіх
	можа быць
	зададзена адным з раўнанняў выгляду y f x або

	x
	g
	y , дзе f x ,
	g y — функцыі, непарыўныя на адпаведных адрэзках,



то фігура (Р) з’яўляецца квадравальнай.

Доказ. Згодна з даказанай лемай, кожная з разглядаемых частак граніцы фігуры (Р) мае роўную нулю плошчу. Паколькі гэтых частак мы маем канечны лік, то граніца фігуры (Р) мае роўную нулю плошчу.

Тэарэма 3. Для таго, каб фігура (Р) была квадравальнай, неабходна і




дастаткова, каб існавалі дзве паслядоўнасці многавугольнікаў An і Bn













, якія адпаведна змяшчаюцца ў фігуры (Р) і змяшчаюць фігуру (Р), і плошчы якіх мелі б агульны ліміт:

	lim An
	lim Bn P .
	(7)

	n
	n
	 

	Тады гэты ліміт P будзе плошчай фігуры (Р).
	 

	Доказ.
	Дастатковасць. Згодна з умовай існуюць
	дзве паслядоўнасці



многавугольнікаў An і Bn , якія адпаведна змяшчаюцца ў фігуры (Р) і

змяшчаюць у сабе (Р), для якіх мае месца роўнасць (7). Плошчы разглядаемых многавугольнікаў задавальняюць наступнай няроўнасці:

	A
	P
	P* B .
	 
	 
	 

	n
	*
	n
	 
	 
	 

	Калі зараз у гэтай няроўнасці перайсці да ліміту пры n
	і скарыстаць

	роўнасць (7), то атрымаем, што
	P P P*
	P .
	 

	 
	 
	 
	*
	 
	 



Адсюль і вынікае, што P* P* .

Гэта сведчыць аб тым, што фігура (Р) з’яўляецца квадравальнай. Дастатковасць даказалі.

Неабходнасць тэарэмы прымем без доказу.

Тэарэма 4. Калі для фігуры (Р) існуюць дзве такія паслядоўнасці

	квадравальных фігур Qn
	і Rn
	, якія адпаведна змяшчаюцца ў фігуры (Р)

	і змяшчаюць фігуру (Р), плошчы якіх маюць агульны ліміт:

	lim Qn
	lim Rn P ,
	 
	 
	(8)

	n
	n
	 
	 
	 

	то фігура (Р) з’яўляецца квадравальнай, а гэты агульны ліміт P будзе

	плошчай фігуры (Р).
	 
	 
	 

	Доказ. Згодна з умовай тэарэмы фігура Qn
	з’яўляецца квадравальнай, г. зн. яе

	плошча
	Qn з’яўляецца
	верхняй
	мяжой
	мноства плошчаў разнастайных



многавугольнікаў, якія змяшчаюцца ў дадзенай фігуры. На падставе азначэння

	верхняй мяжы лікавага мноства знойдзецца
	такі многавугольнік
	An
	, які

	змяшчаецца ў фігуры Qn , для якога мае месца наступная няроўнасць:
	 

	Qn
	1
	An
	Qn .
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Калі ў гэтай няроўнасці перайсці да ліміту пры n
	і скарыстаць роўнасць (8),

	то атрымаем, што
	 
	 
	 
	 
	 

	P
	lim An
	P ,
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	г. зн. lim An
	P .
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Такім чынам, мы пабудавалі паслядоўнасць
	многавугольнікаў
	An ,
	што

	змяшчаюцца ў фігуры (Р) ( An
	Qn
	P ), плошчы якіх маюць ліміт P.
	 

	Аналагічным чынам можна пабудаваць паслядоўнасць многавугольнікаў
	Bn



, што змяшчаюць фігуру (Р), плошчы якіх таксама маюць ліміт P.

Скарыстаўшы тэарэму 3, атрымліваем, што фігура (Р) з’яўляецца квадравальнай, а ліміт P будзе плошчай гэтай фігуры.










Асноўныя ўласцівасці плошчы квадравальнай фігуры

Можна даказаць, што плошча квадравальнай фігуры валодае наступнымі ўласцівасцямі:

1)дадатнасць;

2)інварыянтнасць;

3)адытыўнасць;

4)нармаванасць.

У праўдзівасці уласцівасцяў 1, 2, 4 лёгка пераканацца пры дапамозе адпаведных уласцівасцяў плошчы многавугольнікаў. Дакажам праўдзівасць уласцівасці 3.

	Уласцівасць 3 (адытыўнасць). Няхай
	P1 , P2
	— дзве плоскія фігуры, якія не

	маюць агульных унутраных
	пунктаў,
	(Р) — іх аб’яднанне.



Тады квадравальнасць дзвюх з разглядаемых фігур заўсёды цягне квадравальнасць трэцяй фігуры. Прычым заўсёды маем, што

	P P1 P2 .
	(9)



Доказ. Сцвярджэнне пра квадравальнасць лёгка даказваецца пры дапамозе тэарэмы 1». Дакажам роўнасць (9).

	Возьмем адвольны лік
	0 . Паколькі фігура
	P1
	з’яўляецца квадравальнай,

	то, згодна з тэарэмай 1, знойдуцца два такія многавугольнікі
	A1
	, B1 ( A1

	змяшчаецца ў фігуры P1
	, B1
	змяшчае фігуру
	P1
	), для якіх маем, што

	B1
	A1
	2
	.
	 
	 
	 
	(10)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Аналагічна, знойдуцца такія два многавугольнікі
	A2 і B2 (
	A2
	змяшчаецца

	ў фігуры
	P2 , B2 змяшчае фігуру P2 ), для якіх
	 
	 
	 

	B2
	A2
	2
	.
	 
	 
	 
	(11)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	(B1)
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(P
	)
	(A
	 
	)
	(A2)
	(P2) (B2)
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Рыс. 1.5

Аб’яднаем многавугольнікі A1 і A2 . Атрымаем некаторы многавугольнік (А), які змяшчаецца ў фігуры (Р) (рыс. 1.5).

Аб’яднаем многавугольнікі B1 і B2 . Атрымаем некаторы многавугольнік (В),

які змяшчае фігуру (Р).

Відавочнымі з’яўляюцца наступныя няроўнасці:

	A P B ,
	(12)



A1 P1 B1 ,












A2 P2 B2 .

Калі скласці апошнія дзве няроўнасці, то атрымаем наступную няроўнасць:

	A1
	A2
	P1
	P2
	B1
	B2 .
	 
	 
	 
	 

	Памножым гэту няроўнасць на –1 і будзем мець:
	 

	B1 B2
	P1
	P2
	A1
	A2
	.
	(13)

	Паколькі многавугольнікі A1 і
	A2
	не маюць агульных унутраных пунктаў, то,

	плошча многавугольніка (А) будзе роўная суме плошчаў многавугольнікаў A1 і

	A2
	:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	A
	A1
	A2 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(14)

	Многавугольнікі B1
	і B2
	, магчыма, маюць агульныя ўнутраныя пункты, таму

	плошча
	многавугольніка
	B
	 
	меншая або
	роўная суме плошчаў

	многавугольнікаў
	B1
	і B2
	:
	 
	 
	 

	B
	B1
	B2 .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	(15)



Калі ўлічыць няроўнасці (14) і (15), то з няроўнасці (12) будзе вынікаць наступная няроўнасць:

A1 A 2 P B1 B2 .

Склаўшы гэту няроўнасць з няроўнасцю (13), атрымаем:

	 
	B1
	A1
	 
	B2
	A2
	P P1 P2
	B1 A1 B2 A2 .

	Дадзеная няроўнасць раўназначная няроўнасці:

	 
	P P1
	P2
	 
	B1
	A1
	B2 A2 .
	 

	 
	 
	 

	Адсюль, улічваючы няроўнасці (10) і (11), атрымаем:

	 
	P P1
	P2
	 
	,
	 
	0 , г. зн. P P1
	P2 .

	 
	 
	 

	Роўнасць (9) даказалі.
	 
	 



	Вылічэнне плошчы крывалінейнай трапецыі

	y
	y
	f(x)

	 



	 
	 
	’
	’

	 
	 
	k
	k

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	O a x0 x1 xk 1
	xk xn 1 b xn x

	 
	 
	Рыс.1.6
	 
	 

	Няхай функцыя y f x , вызначаная
	на адрэзку a, b , з’яўляецца



непарыўнай і неадмоўнай на гэтым адрэзку.











Разгледзім плоскую фігуру, абмежаваную графікам дадзенай функцыі і прамымі x a , x b , y 0 (рыс.1.6). Гэта фігура называецца крывалінейнай трапецыяй.

Тэарэма 5. Крывалінейная трапецыя з’яўляецца квадравальнай фігурай. Яе плошчу P можна вылічыць пры дапамозе формулы

	 
	b
	 

	P
	f x dx .
	(16)



a

Доказ. Сцвярджэнне аб квадравальнасці крывалінейнай трапецыі лёгка даказаць пры дапамозе тэарэмы 2. Застаецца даказаць формулу (16).

Падзелім адрэзак a, b пунктамі

	a x0
	x1
	xk 1 xk
	xn b

	на n частковых адрэзкаў. Няхай
	 

	xk
	xk
	xk 1 , (k = 1, 2, … , n).
	 



Абазначым праз λ даўжыню найбольшага частковага адрэзка.

Паколькі функцыя f x непарыўная на частковым адрэзку xk 1, xk , то згодна з другой тэарэмай Вейерштраса яна дасягае на гэтым адрэзку свайго

	найбольшага
	значэння
	Mk у некаторым пункце k ' , а таксама свайго

	найменшага значэння mk
	у некаторым пункце k " :

	f
	k '
	Mk ,
	 
	 
	 

	f
	k "
	mk .
	 
	 
	 

	Разгледзім наступныя сумы:

	 
	n
	 
	n
	 
	 

	s
	 
	mk xk
	f
	k "
	xk ,

	 
	k
	1
	k 1
	 
	 

	 
	n
	n
	 
	 

	S
	 
	Mk xk
	f
	k '
	xk .

	 
	k
	1
	k 1
	 
	 



Сума s ёсць плошча многавугольніка, які змяшчаецца ў крывалінейнай трапецыі. Сума S ёсць плошча многавугольніка, які змяшчае крывалінейную

	трапецыю (рыс. 18). Таму s
	P S , г. зн.
	 
	 
	 

	n
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	f k "
	xk P
	f
	k '
	xk .
	(17)
	 
	 

	k 1
	k
	1
	 
	 
	 
	 
	 

	Адзначым, што сумы s і S з’яўляюцца інтэгральнымі сумамі для функцыі f
	x на

	адрэзку
	a, b . Паколькі згодна з умовай f x
	— непарыўная на адрэзку
	a, b

	функцыя, то яна будзе інтэгравальнай на гэтым адрэзку. Таму пры
	0 сумы s

	 
	 
	b
	 
	 
	 
	 
	 

	і S маюць ліміт, роўны
	f
	x
	dx .
	 
	 
	 



a




	Калі ўлічыць гэты факт і ў няроўнасці (17) перайсці да ліміту пры
	0 , то

	атрымаем:
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