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§2. ОПЕРАЦИИ НА МНОЖЕСТВАХ

Пусть имеется некоторое множество М. И пусть на множестве М задан внутренний закон композиции, т.е. любой паре элементов из М поставлен в соответствие элемент того же множества М

х, у М z M | x y = z.

В этом случае говорят, что на множестве М корректным образом задана внутренняя операция.

Пусть кроме множества М задано некоторое другое множество Р. И пусть на множестве М задан внешний закон композиции, т.е. любому элементу из М в совокупности с произвольным элементом из Р поставлен в соответствие элемент из М:

х М Р | z M | ʘ x = z.

В этом случае говорят, что на множестве М над множеством Р корректным образом задана внешняя операция.

Отметим, что во внутренней операции участвуют два элемента одного и того же мн ожества, а во внешней операции – элементы различных множеств. Корректность операции на М означает, что ее результат принадлежит множеству М, а не корректность - что ее результат не принадлежит множеству М.

§3. ГРУППА

Пусть задано некоторое множество G с элементами, вообще говоря, произвольной природы. Пусть на

этом множестве корректным образом задана внутренняя операция, т.е. х, у G z G | z x y и эта операция удовлетворяет свойствам:

1)(x y) z = x (y z) – ассоциативность;

2)G | x = x – существование нейтрального элемента;

3)x G, y G | x y = – существование противоположного элемента. Множество G с так введенной операцией называется группой по этой операции.

Если G – группа по сложению, то нейтральный элемент называется нулевым, а противополож-

ный – противоположным.

Если G – группа по умножению, то нейтральный элемент называется единичным, а противоположный – обратным.

Если, кроме указанных свойств, операция, определенная в G обладает свойством x y = y x , то

группа называется коммутативной или абелевой группой.

Примеры

1.Множество вещественных (целых, комплексных, рациональных) чисел является абелевой группой по сложению.

2.Множество вещественных чисел с исключенным нулем является группой по умножению.

3.Рассмотрим множество векторов единичной длины на плоскости, и исходящих из начала координат. Такой вектор характеризуется углом , который он образует с положитетельным направлением оси абсцисс.

Пусть имеется пара векторов x и y, характеризующихся углами х и y. Поставим этой паре в соответствие вектор z, характеризующийся углом х+ y. Указанное множество векторов по операции, введенной выше, образует группу. Эта группа называется группой вращения единичного вектора.

§4. ПОЛЕ

Пусть в множестве корректным образом определены две внутренние операции, т.е.

1) a, b c = a b ; 2) a, b d = a b ;

и эти операции удовлетворяют следующим свойствам:








	а1) a b = b a – коммутативность;
	а2) a b = b a;

	б1) (a b) с = a (b с) – ассоциативность;
	б2) (a b) с = a (b с);

	в1) 
	а = а – нейтральный;
	в2) е а е = а;

	г1) а
	b (a b)= – противоположный;
	 

	г2) а
	(a ) b a b = е, и, кроме того,
	 



д) (a b) с = a c b с – операция дистрибутивна по операции .

Множество , с так введенными операциями, называется полем.

Отметим, что поле по операции 1) является абелевой группой (свойства а1, б1, в1, г1). Кроме того, поле по операции 2) после исключения из множества элемента нейтрального по операции 1), является абелевой группой (свойства а2,б2, в2, г2) и, кроме того, операции 1) и 2) связаны законом дистрибутивности операции 2) по операции 1). (Так называемый 1-й дистрибутивный закон). Отметим, что операция 1), вообще говоря, не дистрибутивна по операции 2).

Примеры

Q– поле рациональных чисел.

R– поле вещественных чисел.

C– поле комплексных чисел.

§5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА

Def. Множество V называется линейным (векторным) пространством над числовым полем , если на множестве V корректным образом заданы две операции: одна - внутренняя, в дальнейшем именуемая

сложением и обозначаемая , другая – внешняя над полем , в дальнейшем именуемая умножением на

	скаляр и обозначенная , удовлетворяющие аксиомам:

	I. x, y V z V | z = x y:
	 

	1) x y = y x;
	 
	2) (x y) z = x (y z);

	3) V x = x = x;
	4) x V y V x y = .

	Эти аксиомы определяют абелеву группу по сложению.

	II. x V
	z V |
	z = x:
	 

	1) 1 1 x = x;
	2) x V
	, ( x) = ( ) x.

	III. Эти операции связаны соотношениями:

	1)
	, x V
	( + ) x = x x;

	2)
	x, y V
	(x y) = x y.

	Линейное пространство, заданное над полем вещественных чисел, называется вещественным линей-



ным пространством, а над полем комплексных чисел называется комплексным линейным пространством.

	 
	Элементы линейного (векторного) пространства называются векторами.
	 

	 
	 
	§6. СЛЕДСТВИЯ ИЗ АКСИОМ ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА
	 

	1 . Нулевой (нейтральный) элемент пространства единственен.
	 

	Пусть имеется два нулевых элемента 1 и 2. Тогда
	 
	 

	1. x 1 = x
	(Положим в этом равенстве x = 2) . Получим 2 1 = 2 .
	 

	2. x 2 = x
	(Аналогично положим x = 1) . Получим
	1 2 = 1 . У равенств полученных в пер-

	вой и во второй строках левые части равны, следовательно, правые части также равны 2 = 1.
	 

	2 .
	Противоположный вектор к вектору x единственен.
	 
	 

	 
	Пусть y и z - элементы противоположные x. Тогда
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	y = y =y ( x z) = (y x) z = z = z;
	y = z. 

	3 . 0 x = .
	 



0 x y = 0 x y = 0 x y x (– x) = (0 + 1) x (– x) y =

	 
	= x (– x) y = y = y, т.е. 0 x y = y 0 x = . 

	4 .
	x (–1) x – его противоположный элемент.

	x (–1) x = 1 x (–1) x = (1 – 1) x = 0 x = . 



5 . = .

= ( ) = . Прибавим к левой и правой части элемент противоположный ,

												
	т.е. (– ). Получим в левой части (– ) = ,
	а в правой части (– ) =

	= .
	Следовательно = .
	 
	 
	 

	6 . Если
	х = , то
	= 0 или x = .
	 
	 
	 
	 

	 
	Если
	= 0,
	то
	равенство выполнено (см. 3).
	Если 0, то

	 
	 
	1
	 
	 
	1
	( x) =
	1
	 
	= , т.е.
	x = . 

	 
	x = 1 x= 
	 
	 
	x =
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Замечание: В дальнейшем, если это не будет приводить к недоразумениям, будем пользоваться знаком + вместо , а знак будем опускать.

§7. ПРИМЕРЫ ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВ

1.Множество многочленов Pn(x) степени не выше n.

2.Множество n-членных последовательностей (с почленным сложением и умножением на скаляр).

3. Множество функций C[а, b] непрерывных на [а, b] и с поточечным сложением и умножением на скаляр.

4. Множество функций, заданных на [а, b] и обращающихся в 0 в некоторой фиксированной внут-

	ренней точке c: f (c) = 0
	и с поточечными операциями сложения и умножения на скаляр.

	5. Множество R+, если
	x y x y, x x .
	 

	 
	§8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОДПРОСТРАНСТВА
	 

	Пусть множество W является подмножеством линейного пространства
	V (W V) и такое, что

	а) x, y W x y W;
	 

	б) x W, x W.
	 

	Операции сложения и умножения здесь те же, что и в пространстве V
	(они называются индуциро-

	ванными пространством V).
	 

	Такое множество W называется подпространством пространства V.
	 

	7 . Подпространство W само является пространством.
	 



Для доказательства достаточно доказать существование нейтрального элемента и противоположно-

го. Равенства 0 x = и (–1) х = –х доказывают необходимое. 

Подпространство, состоящее только из нейтрального элемента { }и подпространство, совпадающее с самим пространством V, называются тривиальными подпространствами пространства V.

§9. ЛИНЕЙНАЯ КОМБИНАЦИЯ ВЕКТОРОВ.

ЛИНЕЙНАЯ ОБОЛОЧКА СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

Пусть векторы e1, e2, … en V и 1, 2, … n.
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n

Вектор x = 1e1 + 2e2 + … + nen = i ei называется линейной комбинацией векторов e1, e2, … ,

i 1

en с коэффициентами 1, 2, … n.

Если все коэффициенты в линейной комбинации равны нулю, то линейная комбинация называется тривиальной.

Множество всевозможных линейных комбинаций векторов ei 1n называется линейной оболочкой

этой системы векторов и обозначается:

(e1, e2, …, en) = ei 1n .

8 . (e1, e2, …, en) является линейным пространством.

Корректность операций сложения и умножения на скаляр следует из того, что (e1, e2, …, en) – это множество всевозможных линейных комбинаций. Нейтральный элемент – это тривиальная линейная

	n
	n
	i ei . Аксиомы, ко-

	комбинация. Для элемента х = i ei
	противоположным является элемент –x = 

	i 1
	i 1
	 



торым должны удовлетворять операции, также выполнены. Таким образом, (e1, e2, …, en) является линейным пространством.

Любое линейное пространство содержит в себе в, общем случае, бесконечное множество других линейных пространств (подпространств) – линейных оболочек 

В дальнейшем мы постараемся ответить на следующие вопросы:

Когда линейные оболочки разных систем векторов состоят из одних и тех же векторов (т.е. совпадают)?

2)Какое минимальное число векторов определяет одну и ту же линейную оболочку?

3)Является ли исходное пространство линейной оболочкой некоторой системы векторов?

§10. ПОЛНЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

Если в пространстве V существует конечный набор векторов ei 1n такой что, ei 1n V, то система век-

	торов ei 1n
	называется полной системой в V, а пространство называется конечномерным. Таким обра-

	зом, система векторов e1, e2, …, en V называется полной в
	V системой, т.е. если
	 

	х V
	1, 2, … n такие, что x = 1e1 + 2e2 + … + nen.
	 

	Если в пространстве V не существует конечной полной системы (а полная существует всегда – напри-

	мер, множество всех векторов пространства V), то пространство V называется бесконечномерным.

	9 . Если ei 1n полная в V система векторов и y V, то {e1, e2, …, en, y} – также полная система.

	 
	Достаточно в линейных комбинациях коэффициент перед y брать равным 0.
	 

	10 . Пусть
	{e1, e2, …, en} полный в V набор векторов, т.е.
	(e1, e2, …, en) V и пусть 1, 2, … n,

	такое,
	что
	en = 1e1 + 2e2 + … + n –1en –1. Тогда набор e1, e2 , …, en –1, тоже полный, т.е. (e1, e2 , …,

	en) (e1, e2 , …, en –1) V.
	 
	 

	{e1, e2, …, en} – полный х V 1, 1, …, n, что x = 1e1+ 2e2 +…+ n en=
	 



=1e1 + 2e2 + … + n –1en –1 + n(1e1 + 2e2 + … + n –1en –1) =

=(1 + n 1) e1 + (2 + n 2) e2 + … + ( n –1 + n n –1) en –1 что и требовалось доказать. 

Используя, основанный на теореме 10 , процесс «прополки» (выбрасывание векторов, являющихся линейными комбинациями других векторов системы) можно построить минимальный полный набор векторов в пространстве V.

§11. ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ




4









n

Система векторов {e1, e2, …, en} называется линейно независимой, если i ei тогда и только тогда,

i 1

когда 1= 2 =… = n = 0.

n

Если, при i ei , хотя бы один из коэффициентов не равен нулю, то система векторов называется

i 1

линейно зависимой.

Можно выделить следующие свойства линейно зависимых систем векторов:

	11 . Система, состоящая из одного вектора
	x, линейно зависима тогда и только тогда, когда x = .

	а) Система линейно зависима 0
	| x = x = (т. 6);



б) x = . Возьмем = 1 x = = (т. 5). 

12 . Набор векторов {e1, e2, …, ek,} содержащий , линейно зависим.

0 e1, 0 e2, …, 0 en + 1 = . Так как записанная линейная комбинация содержит коэффици-

ент не равный нулю, то система линейно зависима. 13 . Если хотя бы один вектор из системы выражается как линейная комбинация других, то система векторов линейно зависима (и наоборот).

Пусть есть система векторов e1, e2,…, en–1, en и пусть en = 1e1+ 2e2 + … + n –1en –1. Тогда либо en =

и система линейно зависима, либо en и тогда набор 1, 2, … n–1 нетривиален, т.е. 1 en– 1e1 –2e2 –…– n–1en–1 = при нетривиальном наборе коэффициен-

тов. Следовательно, система линейно зависима. 14 . Если система векторов линейно зависима, то, по крайней мере, один из векторов может быть представлен как линейная комбинация остальных.

	Так как система векторов линейно независима, то существует нетривиальный набор
	1, 2, …, n

	такой, что 1e1+ 2e2 +…+ nen = . Пусть n 0. Тогда e
	 
	1
	e
	2 e
	n 1 e
	n 1
	. 

	 

	n
	1
	2
	n 1
	 

	 
	 
	n
	n
	 
	 

	15 . Любая часть линейно независимого набора векторов линейно независима.
	 
	 

	Пусть e1, e2, … , ek, ek + 1, …, en линейно независима. Рассмотрим равенство
	1e1 + 2e2 + …+ kek + k



+1 + ek +1 +… + nen= . В силу линейной независимости оно выполнено тогда и только тогда, когда 1=2= …= n = 0. Положив k +1, k +2, …, n равными 0 получим: 1e1+ 2e2 +…+ kek = = 1= 2= …= k = 0. Т.е. система e1, e2, … , ek линейно независима. 

Если пространство V не есть { }, то в нем есть, по меньшей мере, один ненулевой вектор. Т.е. если V {}, то в нем существует линейно независимая система векторов.

Используя процесс «посадки» (добавления в линейно независимую систему векторов, других векторов пространства, не нарушающих свойство линейной независимости) можно построить в пространстве максимальный линейно независимый в V набор векторов.

§12. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПОЛНЫМИ И ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫМИ НАБОРАМИ ВЕКТОРОВ

16 . Если e1, e2, …, em – линейно независимая, а f1, f2, …, fn – полная системы векторов, то m n.

Доказательство теоремы проведем от противного.

Допустим, что m > n (т.е. в полном наборе меньше векторов, чем в линейно независимом).

1) f1, f2, …, fn – полная система. Тогда e1, f1, f2, …, fn – полная и линейно зависимая, ибо e1 выражается через остальные e1 = 1f1 + 2f2 + … + nfn.

При этом, по меньшей мере, одно из i 0, ибо в противном случае e1= , что противоречит линейной независимости векторов. Не ограничивая общности можно считать, что 1 0, тогда f1 выражается через остальные векторы и его можно удалить из полной системы, не нарушая ее полноты.

Получена новая полная система векторов e1, f2, f3, …, fn.

2) e1, f2, …, fn – полная система. Тогда e1, e2, f2, …, fn – полная и линейно зависимая, ибо e2 выражается через полную систему e2 = 1e1 + 2f2 + 2f2 + …+ + nfn. При этом, по меньшей мере, одно из i 0, ибо
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в противном случае вектор e2 выразится через вектор e1, что противоречит линейной независимости системы e1, e2, …, em. Пусть 2 0, тогда f2 может быть выражено через остальные и его можно «прополоть».

Получится новая полная система векторов e1, e2, f3, f4, …, fn.

3). Аналогично последовательно построим полные системы векторов

e1, e2, e3, f4, f5, …, fn e1, e2, e3, e4 , f5, …, fn

…………………………………

e1, e2, e3, e4 , e5 , …, en.

4). Полнота системы e1, e2, e3, …, en противоречит линейной независимости более широкой системы e1, e2, …, en , en+1, …, em. Полученное противоречие доказывает теорему. 

§13. БАЗИС ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА. ЕГО РАЗМЕРНОСТЬ

Система векторов e1, e2, …, en V называется базисом пространства V, если эта система векторов линейно независима и полна в V.

17 . Минимальный полный в V набор векторов является базисом.

Докажем линейную независимость e1, e2, …, en.

Если они линейно зависимы, то, по крайней мере, один из векторов может быть записан как линейная комбинация остальных: en = 1e1 + 2e2 +…+ n–1en–1, следовательно, e1, e2, …, en – 1, полный набор, что

противоречит минимальности исходного набора. 

18 . Максимальный линейно независимый в V набор является базисом.

Докажем полноту набора e1, e2, … , en. Допустим, набор не полон. Тогда x V который не выражается как линейная комбинация e1, e2, … , en, тогда система x, e1, e2, … , en линейно независима, что про-

тиворечит максимальности исходного набора. 

19 . Всякое линейное пространство (кроме V {}) имеет базис.

Доказательство можно провести построением: а) минимального полного набора или б) макси-

мального линейно независимого набора. 20 . Все базисы линейного пространства содержат одно и то же количество векторов.

	Пусть в пространстве
	V имеется два базиса ei 1n и
	ei 1m :

	1) ei 1n – полный, а ei 1m
	– линейно независимый, тогда
	m ≤ n ( т. 16);



2) ei 1n – линейно независимый, а ei 1m – полный, тогда n ≤ m (т. 16 ) Получаем m = n. Количество векторов в базисе называется размерностью пространства V и обозначается dimV.

21 . Чтобы линейно независимая система векторов была базисом необходимо и достаточно, чтобы количество векторов в этой системе равнялось размерности пространства

n = dimV. Доказать самостоятельно.

22 . Чтобы полная система векторов была базисом, необходимо и достаточно, чтобы количество векторов в этой системе равнялось размерности пространства n = dimV.

Доказать самостоятельно.

§14. ПРИМЕРЫ

1. Набор мономов {1, t, t2,…, tn} образует базис в пространстве Pn полиномов от t степени не выше n.

Линейная независимость набора следует из того, что:

1 + 2t + … + n+1tn ≡ 0 1 = 2 = … = n+1 = 0, dimPn = n+1.

2. Тройки чисел ( 1, 2, 3) образуют линейное пространство А3 с базисом {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, dim A3 = 3. Это пространство называется арифметическим линейным пространством и обозначается Аn .

§15. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА В ЗАДАННОМ БАЗИСЕ
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23 . Пусть V – линейное пространство, dimV = n и ei 1n – базис в V. Тогда x V существует единствен-

	ный набор i 1n , i такой, что
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x = i ei .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	i 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	n
	следует из полноты ei 1n .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Представление x = i ei
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	i 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Единственность.
	Пусть
	x = n
	e
	и x = n
	e . Тогда
	= x – x =
	n
	e –
	n
	e
	= =
	n
	 
	e

	 
	 
	 
	i i
	 
	i i
	 
	 
	i i
	 
	i i
	 
	 
	i
	i i

	 
	 
	i 1
	 
	i 1
	 
	 
	i 1
	 
	i 1
	 
	 
	i 1
	 
	 

	и, следовательно,
	в силу линейной независимости
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	ei 1n , i i – i
	= 0 т.е. i = i. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



					
	Теперь ясно, что если в пространстве V задан базис ei 1n ,
	то каждому вектору x V можно поставить в

	соответствие (причем единственным образом) набор чисел
	1, 2, …, n . Это записывают так: x ↔

	(1, 2, …, n)
	или x = (1, 2, …, n). Величины i называются координатами вектора x
	в базисе

	ei 1n . При этом, (что очень важно), если
	x = (1, 2, …, n) и y = (1, 2, …, n), то x y =
	(1 + 1,



2 + 2, … , n+ n) и x = = (1, 2, …, n), т.е. операции и заменены покоординатным сложением и умножением на элемент внешнего поля .

Другими словами, введение понятия базиса векторного пространства V над полем и координат векторов в этом базисе абстрактные операции сложения для элементов линейного пространства и умножения их на скаляры из внешнего поля позволяет свести к операциям покоординатного сложения и умножения на скаляр, т. е. к умножению и сложению в поле .

§16. ИЗОМОРФИЗМ ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВ

Видимая необъятность множества всех n-мерных пространств над данным полем, казалось бы, является препятствием для построения и развития сколько-нибудь общей теории таких пространств. Оказывается, это не так. Мы сейчас покажем, что над данным полем существует в некотором смысле , лишь одно пространство данной размерности.

	Def: Два пространства V и V называются изоморфными, если между их элементами установлено
	вза-

	имно однозначное соответствие x ↔ x . Причем такое, что, если x ↔ x, y ↔ y , то x + y ↔ x +
	y и



x ↔ x.

24 . Два конечномерных линейных пространства над одним и тем же полем изоморфны тогда и только тогда, когда dimV = dimV.

	 
	Необходимость.
	 
	 
	 
	 

	а)
	при изоморфизме . Пусть
	V нейтральный элемент в
	V и x ↔ x, .
	х = + х 

	+ x . Учитывая, что
	x ↔ x + x = x , т.е. нейтрален в V.
	 
	 



б) Если V и V изоморфны и {a1, … , an} ↔ {a 1, … , a n}, то из линейной независимости {ai} следует

	линейная независимость {a i}.
	 

	Действительно, пусть 1 a 1 + …+ n a n = ↔
	1 a1 + …+ n an = 1 = 2 = …= = n = 0. Итак,



максимальное число линейно независимых векторов в изоморфных пространствах совпадает, т.е. dimV = dimV.

	Достаточность. Пусть dimV = dimV = n, ei 1n – базис в V;
	ei 1n , базис в V , установим соответствие

	e1↔ e 1, e1↔ e 2, …, en ↔ e n. Тогда x = i ei ↔ x = i e i;
	x = i ei ↔ ↔ i e i = x; x + y =



(i + i)ei ↔ (i + i)e i . Таким образом, построенное соответствие есть изоморфизм пространств V

и V. 

Итак, изучение всех линейных пространств dimV = n можно свести к изучению Аn – арифметического пространства той же размерности: x Аn → x = (a1, a2, …, an).

§17. БАЗИС И РАЗМЕРНОСТЬ ЛИНЕЙНОГО ПОДПРОСТРАНСТВА
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Ранее было определено понятие подпространства и установлено, что подпространство в свою очередь является пространством.

Для подпространства сохраняют смысл понятия полноты, линейной независимости, базиса и размерности.

	25 .
	Если E V (подпространство), то dimE ≤ dimV.

	 
	Линейно зависимый набор в E будет таковым и в V, поэтому максимальное количество линейно

	независимых векторов в E не превышает максимального количества линейно независимых векторов в

	V.
	 

	26 .
	Если E V и dimE = dimV, то E ≡ V. Доказать самостоятельно.



Базис подпространства всегда можно дополнить до базиса пространства, но (как иллюстрирует картинка) из данного базиса пространства не всегда можно выделить базис подпространства.

27 . Линейная оболочка ei 1k является подпространством и dim ≤ k.

Доказать самостоятельно.

	28 .
	Линейная оболочка ei 1k – подпространство, натянутое
	на

	ei 1k – это наименьшее подпространство, содержащее эти векторы.
	Доказать самостоятельно.



§18. ЛИНЕЙНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

Пусть L – подпространство V, x0 V.

Множество M = {x | x = x0 + y, y L} называется линейным многообразием в V.

О линейном многообразии M говорят, что оно параллельно подпространству L и обозначают M = x0 +

L.

Если x0 L, то M L и M является подпространством. Если x0 V, но x0 L то линейное многообразие подпространством не является.

	29 .
	Линейное многообразие порождается сдвигом единственного L.

	 
	Пусть
	M = x0 + L и M = x 0
	+ L .
	Тогда x M

	x = x0 + y = x 0 + y y = x 0
	+ y , где
	y L,
	y L .
	Так как это верно

	для
	y L, положим y = .
	Получим
	y = x0 – x 0
	и т.к. y L 

	x0 – x 0 L
	 
	 
	y
	 
	y L . Итак, если y L y L

	. Тогда y x0 x0 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	L
	 
	L
	 
	 
	 
	 

	L L , аналогично L L , тогда
	L = L .
	 
	 

	Размерность линейного многообразия – это размерность соответ-

	ствующего подпространства
	L, базис
	линейного многообразия – это базис соответствующего подпро-



странства. Забавный нюанс – базис линейного многообразия самому многообразию, вообще говоря, не принадлежит.

1-мерное многообразие называется прямой, k-мерное многообразие называется k-мер-ной плоскостью, (n – 1)-мерное многообразие – называется гиперплоскостью (n = dimV).

	§19. ДЕЙСТВИЯ С ПОДПРОСТРАНСТВАМИ
	 

	Пусть L1 и L2 – подпространства пространства V.
	 

	L = L1 + L2 L {x | x=x1 + x2, x1 L1, x2 L2}
	 

	N = L1∩L2
	N {x | x L1 x L2}
	 

	~
	~
	 

	L = L1∩L2
	L {x | x L1 x L2}.
	 

	Отметим,
	что теоретико-множественное объединение подпрост-ранств
	подпространством, вообще го-

	воря, не является. Рисунок иллюстрирует, что сумма векторов из L1 + L2
	не всегда принадлежит L1 + L2



.

30 . L = L1 + L2 и N = L1∩L2, где L1 и L2 – подпространства также являются подпространствами.
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	В доказательстве элементы
	подпространств
	L1 и
	L2 будем снабжать соответствующими индек-

	сами.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1) L = L1 + L2:
	x, y L x + y = (x1 + x2) + ( y1 + y2 )= (x1 + y1) +(x2 + y2);
	 
	 
	 

	 
	 
	x L:
	x = (x1 + x2) = x1
	+ x2;
	L = L
	L = V ;
	(–х)=(–х)1+(–х)2 .
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2) N = L1∩L2 :
	x y ;
	 
	x .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	L1 L2
	L1 L2
	L1 L2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	31 . Формула Грасмана dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 – dimL1∩L2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть dimL1∩L2 = k, dimL1 = k + l1, dimL2 = k + l2. Докажем, что dim(L1 + L2) = k + l1 + l2.
	 
	 

	 
	Пусть ei 1k базис в L1∩L2. Дополним его до базиса L1:
	e1 ek f1 fe1 и до базиса L2: e1 ek g1 ge2 .

	Покажем, что e1 ek f1
	fe
	, e1 ek g1
	ge
	базис в
	L1 + L2.
	Полнота:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x = x1 + x2
	= iei
	i fi
	iei
	i fi
	= i i ei i fi i gi .
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x1
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Линейная независимость (от противного).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Пусть 1e1
	+ … + kek + 1f1 + … + e
	fe + 1g1
	+ … + e ge = ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	 
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1e1 k ek 1 f1 e
	fe 1g1 e ge
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	1
	 
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	L1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Из последнего равенства следует, что векторы стоящие в его левой и правой частях принадлежат L1∩L2

	. Тогда
	у L1∩L2 можно записать в виде: y = 1e1
	+ … + kek. Сравнивая y = 1e1
	+ … + kek +
	1f1 + …

	+ e
	fe
	с
	y = 1e1 +… + kek, в силу единственности разложения
	у, заключаем, что 1 = 1, 2
	= 2, …,

	 
	1
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	k
	= k;
	1
	= 2 = … = e . Подставляя i= 0 в (*) получаем 1e1 + … + kek + 1g1 + …+ e
	ge = и, в си-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	2
	 

	лу линейной независимости векторов
	e1, е2, …, ek, g1, g2,…, ge
	получаем: 1 = 2 =… = k =
	1 =… =

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	k
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	e
	= 0.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	§20. ПРЯМАЯ СУММА ПОДПРОСТРАНСТВ
	 
	 
	 
	 

	Сумма L1
	+ L2 называется прямой суммой (и обозначается L1 L2),
	если представление х = х1 + х2

	(х1 L1, х2 L2) единственно для любого х V.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	32 .
	Чтобы L1 + L2
	была прямой необходимо и достаточно чтобы:
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	a) L1∩L2 = или
	б) dimV = dimL1 + dimL2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a) Необходимость. Пусть сумма L1 + L2 прямая и пусть z0 
	и z0 L1∩L2. Тогда
	х = х1+ х2 =

	(х1+ z0 ) + ( х2 – z0 )= х 1 + х 2
	т.е. разложение x
	в сумму неоднозначно. Это противоречит тому, что

	сумма прямая.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Достаточность. L1∩L2
	= 
	пусть
	х = х1 + х2
	и
	х = y1 + y2,
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	х – х = х1 – y1 + х2 – y2 = x1
	y1
	y2
	x2 х1 – y1 = y2 – х2 L1∩L2
	х1 – y1 = и х2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	L1
	 
	L2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	– y2 = , т.е. х1 = y1 и х2 = y2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	б) Необходимость. L1 L2 L1∩L2 = , dimV = dimL1 + dimL2 – dimL1∩L2 = dimL1 + dimL2.
	 
	 

	Достаточность. Если dimV = dimL1 + dimL2 dimL1∩L2 = 0, т.е. L1∩L2 = .
	 
	 
	 
	 

	Если V = L1 L2 x V существует единственное представление:
	х = х1 + х2
	(х1 L1, х = L2).
	 

	При этом х1 называется проекцией х на L1, параллельно подпространству L2
	( P |L| L2 х), а
	х2 называется

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 



проекцией х на L1, параллельно подпространству L1 ( P | | L1 х).

L2

Подпространство L2 называется дополнением L1 к V и наоборот.

33 . L1 V существует L2 такое, что L1 L2 = V. Доказать самостоятельно.
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34 . Если L1 L2 = V и dimV = n, dimL1 = k, то dimL2 = n – k .

Доказать самостоятельно. Величина dimV – dimL1 = n – k называется коразмерностью подпрострарства L1 и обозначается codimL1 .

§21.МАТРИЦЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ. ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО МАТРИЦ

	 
	a11
	a12
	a1m 

	Матрицей n m называется прямоугольная таблица
	a
	a
	22
	a
	 

	A 
	12
	 
	 
	2m , где аij – принадлежат неко-

	 
	 
	 
	 

	 
	an1 an2
	anm 



торому числовому полю K и называются элементами матрицы A или матричными элементами А. Иногда пишут Аnm. Здесь индексы определяют размеры матрицы А (1й – количество строк, 2й – количество

	столбцов). Матрицы А и В называются равными (А = В), если их размеры совпадают и
	аij = bij.

	На множестве матриц одинаковых размеров можно определить операцию сложения:
	C = A + B так,



что cij = аij + bij, и операцию умножения на скаляр из внешнего поля К: D = A dij = аij.

1 . Множество матриц Аnm с так определенными операциями поэлементного сложения и умножения на скаляр образуют линейное пространство Кnm. Доказать самостоятельно.

При этом dimKnm = n m, а базис образуют матрицы Eij , у каждой из которых элемент, стоящий на пересечении i-ой строчки и j-ого столбца равен 1, а остальные элементы равны 0. Нейтральным элементом является матрица у которой все элементы равны 0.

Если у матрицы Аnm n = m ,то матрица А называется квадратной, а число n называют порядком этой матрицы. При этом если для еe элементов аij = аji – матрица называется симметрической (или симметричной), а если аij = –аji, то матрица называется кососимметрической (или кососимметричной).

2 . Всякая квадратная матрица может быть разложена в сумму симметрической и кососимметрической матрицы.

	 
	Пусть матрица
	Аnm
	задана своими элементами: Anm = (аij), i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m. Построим

	матрицы
	 
	Snm
	 
	и
	S
	элементы,
	 
	которых связаны с аij следующими соотношениями

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	nm
	 
	 
	 
	 

	sij
	 
	aij a ji
	,
	sij 
	aij a ji
	. При этом sij = sji
	и sij sij . Т.е. матрицы Snm и Snm соответственно сим-

	 
	2
	 
	 

	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	метричная и кососимметричная. Кроме того
	 

	 
	 
	s
	 
	s 
	 
	aij
	a ji
	 
	 
	aij a ji
	a
	 
	, т.е.
	А = S + S . 

	 
	 
	ij
	 
	 
	 
	 
	ij

	 
	 
	 
	 
	ij
	 
	 
	2
	2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



3 . Множество симметричных (кососимметричных) матриц порядка n образуют линейное пространство.

Самостоятельно установите базис и размерность этих пространств.

§22. ЕЩЕ ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ

m

а) Произведение матриц Сnk = AnmBmk определим по правилу: cij = aip bpj (это правило в обиходе назы-

p 1

вается: умножение строка на столбец).

	 
	 
	2 1
	 
	13 13
	2 1
	 
	2 3 5
	 
	5 6 12
	 
	 

	2 3 5 
	3 2
	 
	 
	3 2
	 
	 
	 
	8 9
	19
	 
	. Из определения произведения матриц яс-

	Пример: 
	1 0 2
	 
	 
	 
	2 3
	, но
	 
	 
	1 0 2
	 
	 
	 

	 
	 
	0 1
	 
	 
	0 1
	 
	 
	 
	1 0
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



но, что матрицы можно умножать не всегда, а только если количество элементов в строке 1ой матрицы и количество элементов в столбце 2ой матрицы совпадают. Кроме того, видно, что операция умножения матриц, вообще говоря, не коммутативна.

Можно отметить следующие свойства операции умножения матриц:

	а1)
	А(ВС) = (АВ)С
	– ассоциативный закон;

	а2) А(В + С) = АВ + АС
	– левый и

	а3)
	(А + В)С = АС + ВС
	правый дистрибутивные законы.
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