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ПРЕДИСЛОВИЕ

Методические указания охватывают традиционный курс математики по теме «Определённый интеграл», написан в соответствии с действующими программами курса математики, содержат необходимый теоретический минимум, включающий важнейшие определения, теоремы и формулы; разнообразные примеры и задачи, полностью охватывающие тему «Определённый интеграл». Часть задач (опорные задачи) сопровождаются подробными решениями. Предлагается тест «Проверьте себя», варианты индивидуальных домашних заданий.

Методические указания можно использовать как для самообразования, так и для активной работы с преподавателем на практических занятиях. Для организации самостоятельной работы студентов предусмотрена возможность автоматизированного самоконтроля при наличии устройства «Символ».
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	1. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ
	 
	 
	 

	Рассмотрим
	непрерывную функцию y = f (x) ,
	заданную
	на

	отрезке
	[a;b] и
	сохраняющую на этом отрезке свой
	знак
	(рис.
	1).

	Фигура,
	ограниченная графиком этой функции, отрезком
	[a;b]
	и



прямыми x = a и x = b называется криволинейной трапецией. Для

вычисления площадей криволинейных трапеций используется следующая теорема.

	Если f (x) –
	непрерывная, неотрицательная функция на отрезке

	[a;b] , и F (x) –
	её первообразная на этом отрезке, то площадь S



соответствующей криволинейной трапеции равна приращению первообразной на отрезке [a;b] , т. e. S = F (b) − F (a) .

	 
	Рис. 1

	Рассмотрим
	функцию S (x) , заданную на отрезке [a;b] . Если

	a < x < b , то S (x)
	– площадь части криволинейной трапеции, лежащей



слева от вертикальной прямой, проходящей через точку (x; 0) .

Отметим, что если x = a , то S (a) = 0 , а S (b) = S (S – площадь криволинейной трапеции). Можно доказать, что
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	S (x + x) − S (x)
	 
	S (x)
	 
	 
	′
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	lim
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	= lim
	 
	= f (x) или S (x)
	= f (x) ,

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	x→0
	 
	 
	 
	 
	x→0
	 
	 
	 
	 
	 

	т. e.
	 
	S (x)
	 
	–
	первообразная для
	f (x) . Отсюда, согласно основному

	свойству первообразных, для всех x [a; b] имеем:
	S (x) = F (x) = C , где

	C – некоторая постоянная, F –
	одна из первообразных функции
	f .

	 
	Чтобы
	найти
	C ,
	подставим x = a : F (a) + C = S (a) = 0 ,
	отсюда

	C = −F (a)
	 
	и
	 
	S (x) = F (x) − F (a) .
	Так
	как площадь криволинейной

	трапеции
	 
	равна
	 
	S (b) ,
	то
	подставляя
	x = a ,
	получим:

	S = S (b) = F (b) − F (a) .
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Определённый интеграл. Рассмотрим другой способ вычисления

	площади криволинейной трапеции. Разделим отрезок
	[a;b]
	на n

	отрезков равной длины точками
	x0 = a < x1 < x2 < x3 < ... < xn−1 < xn = b и

	пусть
	 
	 
	x = (b − a) / n = xk
	− xk −1 , где k = 1, 2,...n −1, n .
	 
	 
	 

	 
	В каждом
	из
	отрезков
	[xk ; xk −1 ] как
	на основании построим

	прямоугольник высотой
	f (xn−1 ) . Площадь этого прямоугольника равна:

	f (x
	 
	) x =
	b − a
	f (x
	k −1
	) , а сумма площадей этих прямоугольников равна

	 
	 

	k −1
	 
	 
	 
	 
	n
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	S (n) =
	b − a
	[ f (x ) + f (x ) + ... f (x
	)] (рис. 2).
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	n
	 
	 
	0
	 
	 
	1
	 
	 
	n−1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Ввиду непрерывности функции
	f (x) объединение построенных

	прямоугольников
	при
	большом
	n
	(т.e. при малом
	x )
	«почти

	совпадает» с нашей криволинейной трапецией. Поэтому,
	Sn → S при

	больших значениях n . Это значит, что Sn → S
	при n → ∞ . Этот предел

	называется интегралом функции
	f (x)
	от a
	до b
	или определённым
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	b
	 
	 
	b
	 
	 

	интегралом
	∫ f (x)dx ,
	т. е.
	Sn → ∫ f (x)dx
	при
	n → ∞ . Числа a b

	 
	a
	 
	 
	a
	 
	 

	называются
	пределами
	интегрирования, f (x)dx
	– подынтегральным

	выражением.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Итак,
	если
	f (x) ³ 0
	на отрезке
	[a;b] , то площадь S

	соответствующей
	криволинейной трапеции
	вычисляется по формуле

	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Sn = ∫ f (x)dx .
	 
	 
	 
	 
	 



a

Рис. 2.

2. ОСНОВНЫЕСВОЙСТВАОПРЕДЕЛЁННОГОИНТЕГРАЛА

	1.
	При перестановке
	пределов
	интегрирования изменяется знак

	 
	 
	b
	a
	 

	 
	интеграла: ∫ f (x)dx = −∫ f (x)dx .

	 
	 
	a
	b
	 

	 
	 
	 
	 
	a

	2.
	Интеграл с одинаковыми пределами равен нулю: ∫ f (x)dx =0 .

	 
	 
	 
	 
	a

	3.
	Отрезок
	интегрирования
	можно разбивать на части:

	 
	b
	c
	b
	 

	 
	∫ f (x)dx =∫ f (x)dx + ∫ f (x)dx .
	 

	 
	a
	a
	c
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	4.
	Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от всех

	 
	b
	b
	b

	 
	слагаемых: ∫[ f1(x) ± f2 (x)]dx =∫ f1(x)dx ± ∫ f2 (x)dx .

	 
	a
	a
	a

	5.
	Постоянный
	множитель можно
	выносить за знак интеграла:

	 
	b
	a
	 

	 
	∫c × f (x)dx = c∫ f (x)dx
	 

	 
	a
	b
	 

	 
	 
	a
	a

	6.
	Для чётной функции f (x) ∫ f (x)dx = 2∫ f (x)dx , для нечётной

	 
	 
	−a
	0

	 
	 
	a
	 

	 
	функции f (x)
	∫ f (x)dx =0 .
	 



−a

3.ФОРМУЛА НЬЮТОНА – ЛЕЙБНИЦА

	Если F (x) − первообразная функции
	f (x) на отрезке [a;b] , то

	b
	 

	∫ f (x)dx = F (b) - F (a) . Формула Ньютона –
	Лейбница справедлива для

	a
	 



любой функции f (x) , непрерывной на отрезке [a;b] .

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА

	b
	 

	Определённый интеграл ∫ f (x)dx от
	непрерывной функции

	a
	 

	 
	b

	вычисляется по формуле Ньютона-Лейбница
	∫ f (x)dx = F (a) - F (b) с

	 
	a



применением таблицы неопределённых интегралов (приложение 1).
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При вычислении определённых интегралов широко используются

	методы замены переменной и интегрирования по частям.
	 

	Интегрирование по частям.
	Если функции u = u(x) и v = v(x)

	имеют непрерывные
	производные
	на
	отрезке [a;b] ,
	то
	имеет место

	 
	 
	b
	 
	b -
	b
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	формула интегрирования по частям ∫udv = uv
	∫vdu .
	 

	 
	 
	a
	 
	a
	a
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Замена переменной. Подстановка. Пусть
	 
	для
	вычисления

	b
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	интеграла ∫ f (x)dx
	от непрерывной
	функции
	сделана
	подстановка

	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x = ϕ(t) . Если функция x = ϕ(t) и её производная
	x
	′
	 
	′
	непрерывны

	 
	= ϕ (t)



при t [α ; β ] , множеством её значений является отрезок [a;b] , ϕ(α ) = a

b β

и ϕ(β ) = b , то ∫ f (x)dx = ∫ f [ϕ(t)] ×ϕ¢(t) dt (формула замены переменной

a α

в определённом интеграле).

Отметим, что при вычислении определённого интеграла методом подстановки:

1.Возвращаться к старой переменной не требуется;

2. Вместо подстановки x = ϕ(t) часто применяют подстановку

t= g(x) ;

3.Не следует забывать менять пределы интегрирования при замене переменных.
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5. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Интегралы с бесконечными пределами или от разрывных функций называют несобственными.

Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования (I рода) определяются с помощью предельного перехода.

	+∞
	 
	 
	β
	 
	 

	∫
	f (x)dx = lim
	 
	∫ f (x)dx ;
	 
	 

	a
	β →+∞
	a
	 
	 

	 
	 
	 
	 

	b
	 
	b
	 
	 

	∫
	f (x)dx = lim
	∫ f (x)dx ;
	 
	 

	−∞
	ε →−∞
	ε
	 
	 

	 
	 
	 

	+∞
	 
	 
	c
	 
	c

	∫
	f (x)dx = lim
	 
	∫ f (x)dx + lim
	∫ f (x)dx , где с − произвольное

	−∞
	α →−∞
	α
	β →+∞
	a

	 
	 



вещественное число.

Несобственные интегралы от функций с бесконечными разрывами (II рода) также определяются с помощью предельного перехода.

Если функция f (x) имеет бесконечный разрыв в точке x = c , где

	c [a;b] ,
	непрерывна во
	всех
	других точках этого отрезка, то

	b
	 
	c−ε1
	 
	b
	 

	∫ f (x)dx = εlim→0 ∫ f (x)dx +
	εlim→0 ∫
	f (x)dx .

	a
	1
	a
	2
	c+ε2
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