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Неопределенный интеграл

1.1.1. Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства. Табличные интегралы. Замена переменной и интегрирование по частям в неопределенном интеграле

Функция F(x) называется первообразной (для) функции f(x) на некотором множестве значений х, если F΄(x) = f(x) на этом множестве.

Теорема 1. Если функции F(x) и G(x) являются первообразными одной и той же функции f(x) на некотором интервале, то необходимым и достаточным условием этого является то, что G(x) = F(x) + C, где С – любая постоянная.

Доказательство.

1. Пусть F(x) - первообразная f(x), то есть F΄(x) = f(x). Тогда для любого числа C имеем (F(x) + C)΄= F΄(x) + C΄= F΄(x) + 0 = f(x), то есть F(x)

+ C - первообразная f(x).

2.Пусть F(x) и G(x) – две различные первообразные одной и той же функции f(x). Тогда (F(x) – G(x))΄= F΄(x) - G΄(x) = f(x) – f(x) = 0. Но тогда, как легко следует из теоремы Лагранжа, F(x) – G(x) = C. Теорема доказана.

Таким образом, если функция на данном интервале (или отрезке) имеет одну первообразную, то она имеет их бесконечно много, причем все они отличаются друг от друга постоянными слагаемыми.

Совокупность всех первообразных функции f(x) на некотором множестве называется ее

неопределенным интегралом.

Обозначение: f (x)dx F(x) C.

f(x) при этом называется подынтегральной функцией, а f(x)dx – подынтегральным выражением.
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Свойства неопределенного интеграла

1.d f (x)dx d(F(x) C) F (x)dx f (x)dx.

2.dF(x) F (x)dx f (x)dx F(x) C.

3.( f (x) g(x))dx f (x)dx g(x)dx.

Действительно,

( f (x) g(x))dx F(x) G(x) C,

аf (x)dx g(x)dx F(x) C1 G(x) C2 .

Но, поскольку С1+С2 – произвольная постоянная, выражения в левой и правой частях равны.

C

4. kf (x)dx kF(x) C1 k(F(x) k1 ) k(F(x) C) k f (x)dx.

(если k не равно нулю)

Замечание. Все перечисленные свойства формулировались и доказывались в предположении, что на некотором множестве существуют первообразные функций f(x) и g(x), равные соответственно F(x) и G(x).

Табличные интегралы

Из определения первообразной и неопределенного интеграла следует, что таблицу основных интегралов можно получить из таблицы основных производных, считая производные табличных функций подынтегральными функциями, а сами функции – их первообразными.
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		1
	 
	1
	 

		x dx 
	x
	C, 1.

		 

		 
	 
	1
	 

		2
	dxx ln|x| C.



	3
	axdx a
	x
	 
	 

	 
	C, a 0, a 1;

	 
	 

	 
	ln a
	 
	 

	 
	exdx ex C.

	4
	sin xdx
	cos x C.

	 

	5
	cos xdx
	sin x C.

	 

	6
	dx
	 
	 

	 
	cos2 x
	tgx C.

	7
	dx
	 
	 
	 

	 
	sin2 x
	ctgx C.

	8
	shxdx
	chx C.

	 



	9
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	chxdx shx C.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ch2 x
	thx C.
	 
	 

	11
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sh2 x cthx C.
	 
	 

	12
	 
	x
	2dx
	2
	 
	1 arctg x
	C 1 arcctg x
	C.

	 
	 
	a
	 
	 
	a
	a
	a
	a
	 



	13
	 
	 
	 
	dx
	 
	x
	x
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	arcsin
	 
	C arccos a
	C.
	 

	 
	 
	 
	 
	a
	 

	 
	 
	a2 x2
	 



Можно добавить к этой таблице еще несколько формул, не следующих непосредственно из таблицы производных, но удобных для вычисления многих интегралов, а именно:
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	14
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	1
	ln
	 
	x
	 
	a
	 
	C.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	2
	 
	2
	2a
	 
	x a
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	15
	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ln|x 
	 
	x
	2
	a
	2
	| C.
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	x2 a2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Доказательство справедливости этих формул предлагается провести самостоятельно.

Примеры.

	 
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	 
	1
	 
	dx 
	 
	x
	1
	 
	x
	1
	 
	x
	1
	 

	1.
	 
	 
	 
	 
	 
	2 dx 
	3 dx 
	4 dx 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	 
	 
	3 x
	 
	 
	4 x 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



		1
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	3
	 

		2x2
	C1 
	3 x3 C2 
	4
	x 4
	C3 

		3

		 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	3 3
	 
	 
	 
	4 4
	 
	 
	 

		2
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	x3 C.

		x
	 
	 

		2
	 
	3
	 

		 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	2
	 
	sin2 x
	 
	1 cos2 x
	 
	dx
	 
	 

	2. tg
	xdx 
	 
	 
	 
	dx 
	 
	 
	 
	dx 
	 
	 
	 
	dx 

	cos
	2
	x
	cos
	2
	x
	cos
	2
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



tgx C1 x C2 tgx x C.

Замена переменной в неопределенном интеграле

Теорема 2. Пусть функция f(x) определена на множестве Х, а функция φ(t) –

	монотонна на множестве Φ, причем (t) X
	t . Тогда, если функция

	f(x) имеет первообразную F(x) на Х, а φ(t) дифференцируема на Φ, то

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	f ( (t)) (t)dt f (x)dx.

	Доказательство.
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	d
	dF d (t)
	 
	 

	 
	 
	F( (t)) d
	 
	 
	f ( (t)) (t),

	 
	dt
	dt



поэтому функция F(φ(t)) является первообразной функции f(φ(t)) φ΄(t). Следовательно,

f ( (t)) (t)dt F( (t)) C.
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С другой стороны, при x = φ(t)

f (x)dx F( (t)) C.

Вполученных формулах равны правые части, следовательно, равны и левые, что доказывает справедливость утверждения теоремы.

Замечание 1. Формулу

	 
	(1)

	f ( (t)) (t)dt f (x)dx



называют формулой интегрирования подстановкой. При этом подразумевается, что в левой части совершен переход от t к исходной переменной x .

Замечание 2. Часто удобно бывает использовать эту формулу «в обратную сторону»:

f (x)dx f ( (t)) (t)dt, (2)

то есть заменять переменную х функцией новой переменной t. Формула (2)

носит название формулы интегрирования заменой переменной.

Формулы (1) и (2) показывают, что вид первообразной не изменяется при замене независимой переменной х на функцию φ(t), поэтому их называют

формулами инвариантности интегрирования.

Примеры.

1. sin2 t costdt sin2 t(sin t) dt 

x2dx x3 C sin3 t C. 3 3

При этом была сделана подстановка x = sin t.

																						
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	2. 
	1 
	x
	dx 
	1
	t
	(t
	2
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	t
	2
	 
	 
	) dt 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 t
	2tdt 2
	 
	1 t
	dt
	2
	 
	 
	dt
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2(ln|t| t) C 

	t2
	 
	t
	 
	 
	t
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dt 



2(ln x x ) C ln x 2x C.

Интеграл был вычислен с помощью замены переменной: x = t².
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Формула интегрирования по частям

Теорема 3. Если функции u(x) и v(x) дифференцируемы на некотором промежутке, и на нем существует интеграл vdu, то на нем существует и

интеграл udv, причем

udv uv vdu.

Доказательство.

d(uv) = vdu + udv, поэтому udv = d(uv) – vdu. Проинтегрируем обе части полученного равенства, учитывая, что

d(uv) uv C.

Тогда

udv d(uv) vdu uv vdu,

что и требовалось доказать. Существование интеграла в левой части равенства следует из существования обоих интегралов в правой части.

Пример.

x cos xdx xd(sin x) 

x sin x sin xdx x sin x cos x C.

Примеры решения задач

Задача 1.

Вычислить интеграл

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	x
	 
	 
	x 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Указание
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	x
	1
	 
	 
	 
	 

	Представьте слагаемые в виде степеней:
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	и т.д.

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Решение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1
	 
	1
	 
	 
	 
	1
	dx 
	 
	 
	x
	1
	 
	 
	 
	1
	 
	1
	dx 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 3 x
	 

	 
	 
	2
	 
	4

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x 3 x
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	x 
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	1
	 
	2
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x2
	 
	x3
	 
	x4
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x2
	 
	 
	x3
	 

	 
	 
	 
	 
	C 2
	x 
	3
	 
	4
	C.

	1
	2
	 
	3
	 
	 
	2
	 
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	3
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Ответ: 2x 23 3x2 43 4x3 C.

Задача 2.

Вычислить интеграл

x3 x3x 5dx. x

Указание

Разделите на знаменатель каждое слагаемое числителя по отдельности и найдите первообразные полученных функций.

Решение

	 
	x3
	x3x 5
	 
	2
	 
	x
	 
	5
	 

	 
	 
	 
	dx x
	 
	3
	 
	 
	 
	dx 

	 
	x
	 
	 
	x

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	 
	 
	 
	 
	 
	x3
	 
	3x
	5 ln|x| C.

	 
	 
	 
	 
	 
	ln 3

	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 

	Ответ:
	x3
	 
	3x
	5 ln|x| C.
	 
	 
	 

	3
	ln 3
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Задача 3.

Вычислить интеграл

(x 3)2

x(x2 9) dx.

Указание

Раскройте скобки в числителе и сгруппируйте слагаемые так, чтобы каждое из них имело один общий множитель со знаменателем.

Решение

	 
	 
	(x 3)2
	dx 
	x2 6x 9
	dx 
	 

	 
	x(x
	2
	9)
	x(x
	2
	 
	9)
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	(x2 9) 6x
	dx 
	 
	 
	 
	x2 9
	 
	 
	 
	6x
	dx 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	x(x2 9)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x(x2 9)
	 

	 
	 
	 
	x(x2 9)
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	1
	 
	 
	1 
	 
	1
	 
	x
	 

	 
	 
	 
	6
	 
	 
	dx ln|x| 6 
	 
	arctg
	 
	C 

	 
	 
	 
	 

	 
	x
	 
	 
	x2 9 
	 
	3
	 
	3
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	ln|x| 2arctg
	x
	C.
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	3
	 
	 
	 
	 
	 



Ответ: ln|x| 2arctg x3 C.

Задача 4.

Вычислить интеграл

32 cos 2x

sin2 x cos2 x dx.

Указание

Воспользуйтесь формулами

cos2x cos2 x sin2 x u sin2 x cos2 x 1.

Решение

	 
	3 2 cos 2x
	 
	dx 
	3 sin2 x 3 cos2
	x 2 cos2 x 2 sin2 x
	dx 

	sin
	2
	x cos
	2
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin
	2
	x cos
	2
	x
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	5 sin2 x cos2 x
	 
	 
	 
	 
	5 sin2 x
	 
	 
	 
	 
	cos2 x
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx 

	 
	 
	sin
	2
	x cos
	2
	x
	 
	 
	2
	x cos
	2
	x
	sin
	2
	x cos
	2
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	x 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	dx 5tgx
	ctgx C.
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	sin2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	cos2 x
	 
	x 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Ответ: 5tgx ctgx C.

Задача 5.

Вычислить интеграл

1

2 x dx.

Указание

Сделайте замену:

t x.

Решение

Сделаем замену:

t x.

Тогда
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	1
	 
	 
	 
	 
	dx 
	2tdt
	 
	(2t 4) 4
	dt 

	 
	 
	 
	2 
	 
	 
	 
	 
	2 t
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	t 2
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 
	dt 2t 4
	 
	 
	 
	 
	 
	d(t 2) 

	 
	 
	t 
	 
	t
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	2 
	 
	 
	 
	 
	 
	2
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	2t 4 ln|t 2| C 2
	 
	 
	2| C.

	 
	 
	x
	4 ln|
	x

	Ответ: 2
	 
	4 ln|
	 
	 
	2| C.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x
	x
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Задача 6.

Вычислить интеграл

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	arcsin3 x dx.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1 x2
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Указание
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Воспользуйтесь тем, что
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	dx
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	d(arcsin x).
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 x2
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Решение
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	arcsin3 x dx arcsin3 x
	 
	 
	dx
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	1 x2
	 
	 
	 
	 
	1 x2
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	t arcsin x
	 
	 
	 

	 
	 
	arcsin3
	xd(arcsin x)
	 
	t3dt 

	 
	 
	t4
	C arcsin4
	x C.
	 
	 

	 
	 
	4
	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Ответ:
	arcsin4 x
	C.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	4
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Задача 7.

Вычислить интеграл

x4 32x5 3dx.

Указание

Сделайте замену:

t 2x5 3.

Решение

Сделаем замену:

t 2x5 3, dt (2x5 3) dx 10x4dx.

Умножив и разделив подынтегральное выражение на 10, получим:
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      Ограничение

    

      
    

      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

