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Дисциплина “Математика”

лекция

Раздел: 13. Теория функций комплексной переменной

	Тема:
	4. Вычеты аналитических

	 
	функций



Вопросы:

1.Вычеты аналитических функций. Основная теорема о вычетах

2.Бесконечно удаленная точка




1. Вычеты аналитических функций. Основная теорема о вычетах

		Вычетом функции f ( z)
	в изолированной точке
	a

		(обозначение res f (a) 1) называется число
	 

		res f (a) =
	1
	∫ f ( z)dz,
	(1)

		2π i

		 
	γ
	 

		 
	 
	 



где γ – достаточно малая окружность | z − a |= ρ , проходимая в

положительном направлении. Отметим, что величина вычета не зависит от величины ρ , при достаточно малых ρ .

Из формулы для определения коэффициентов ряда Лорана

		функции f ( z) при n = −1 непосредственно вытекает, что
	 

		res f (a) =
	1
	∫
	f ( z)dz = c−1,
	(2)

		 

		2π i

		 
	 
	 

		 
	 
	γ
	 
	 



т.е. вычет функции f ( z) в особой точке a равен коэффициенту при минус первой степени в лорановском разложении f ( z) в окрестности точки a .

Отсюда следует, что в устранимой особой точке вычет все-

	гда равен нулю.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Нахождение вычета в полюсе порядка n
	облегчает сле-

	дующая формула:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	res f (a) =
	1
	 
	lim
	d n −1
	( z − a)n
	f ( z) .
	(3)

	 
	 
	 

	 
	(n −
	1)! z→a dz
	n −1
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 



Для ее вывода достаточно умножить лорановское разложение

	f ( z) =
	c−n
	+...+
	c−1
	+ c0 + c1 ( z − a) + ... + cn ( z − a)
	n
	+...

	( z − a)n
	( z − a)
	 

	 
	 
	 
	 
	 



1 r e s – сокращение французского слова r e s i d u , что означает « вычет» . Понятие вычета было введено О. Коши в « Мемуары об определенных интегралах» ( 1 8 1 4 г. ) ; в своих « Упражнениях по математике» ( 1 8 2 6 - 1 8 2 9 ) он дал также многочисленные приложения этого понятия к анализу. В своих работах Коши указывал, что он пришел к понятию вычета, развивая идеи Эйлера.
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на ( z − a)n , продифференцировать полученное равенство n − 1 раз и затем перейти к пределу при z → a (непосредственная

	подстановка z = a
	в выражение производной невозможно, ибо

	a – особая точка
	f ( z) ).
	 

	Для полюсов первого порядка формула (3) принимает осо-

	бо простой вид:
	 
	 

	 
	res f (a) = lim [( z − a) f ( z)] .
	(4)

	 
	z→a
	 



Если при этом в окрестности точки a функция f ( z) опре-

делена как частное двух аналитических в окрестности этой точке функций:

f ( z) = ϕ ( z) , ψ ( z)

причем ϕ (a) ≠ 0, а ψ ( z) имеет в a нуль первого порядка (т.е.

ψ (a) = 0, ψ ′(a) ≠ 0 ), то формулу (4) можно заменить следующей:

	res f (a) = lim
	ϕ ( z)
	( z − a) = lim
	 
	ϕ ( z)
	=
	ϕ (a)
	. (5)

	 
	ψ ( z) −ψ (a)
	 

	z→a ψ ( z)
	z→a
	ψ ′(a)

	 
	 
	 
	 
	( z − a)
	 
	 
	 
	 

	Применение теории вычетов основывается главным обра-

	зом на следующей важной теореме.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Теорема 1. (О.Коши, 1825 г.) Пусть функция
	f ( z) непре-



рывна на границе L области D и аналитична внутри этой области всюду, кроме конечного числа особых точек a1, a2 ,... an . Тогда, если L обходится в положительном направлении, то

	 
	n
	 

	∫ f ( z)dz = 2π i ∑res f (ak ).
	(6)

	L
	k =1
	 



Принципиальная важность теоремы о вычетах заключается в том, что она позволяет свести вычисление величины «в целом», какой является интеграл по замкнутому контуру конечной величины, к вычислению величин «в малом», дифференциальных величин, какими являются вычеты. Действительно, вычеты вычисляются с помощью интегралов по бесконечно малым кон-
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турам или даже с помощью предельного перехода (формулы (3), (4) и (5)). Метод сведения величин «в целом» к вычислению дифференциальных величин является обычным в математическом анализе (сравни вычислению интегралов с помощью первообразных, которые определяются на основании извесных производных).

2. Бесконечно удаленная точка

До сих пор мы рассматривали лишь конечные точки плоскости комплексной переменной, однако для изучения некоторых вопросов полезно ввести и бесконечно удаленную точку. Это нагляднее всего сделать с помощью, так называемой,

стереографической проекции плоскости z на сферу, касающуюся плоскости своим южным полюсом.Такая проекция ставит в соответствие каждой точке z комплексной плоскости точку Z сферы, которая получается при пересечении сферы лучом, соединяющим z с северным полюсом сферы. Стереографическая проекция устанавливает взаимнооднозначное соответствие между комплексной плоскостью и сферой с выколотым север-

ным полюсом. Точки Z считают сферическими изображениями комплексных чисел z и саму сферу называют числовой.

Чтобы распространить соответствие на всю сферу, на плоскости вводят условную бесконечно удаленную точку

(комплексное число z = ∞ ) и считают ее соответствующей северному полюсу сферы. Число z = ∞ не участвует в арифметических операциях, как обычные комплексные числа. Однако го-

ворят, например, что последовательность {zk } сходится к бес-

конечно удаленной точке, т.е. lim zn = ∞ , если для любого n→∞
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M > 0 найдется номер N , начиная с которого | zn |> M . Эта терминология оправдывается тем, что стереографические проекции Zn точек zn нашей последовательности в самом деле об-

разуют последовательность, сходящуюся к северному полюсу сферы.

Плоскость комплексной переменной с присоединенной к ней бесконечно удаленной точкой называют полной комплексной плоскостью (плоскость без такой точки называют

открытой). Как мы видели, полная комплексная плоскость эквивалентна сфере, и для геометрических представлений понятий, связанных с бесконечно удаленной точкой, очень удобно прибегать к сферическому изображению комплексных чисел.

Под окрестностью бесконечно удаленнойточки понимают круг на сфере с центром в ее северном полюсе, или, другими словами, совокупность точек z , удовлетворяющих неравенству | z |> R (с присоединением бесконечно удаленной точ-

ки). После введения этого понятия можно рассматривать области, содержащие бесконечно удаленную точку внутри или на границе, т.е. неограниченные области.

Определение порядка связности, данное ранее для ограниченных областей, без всяких изменений переносится на неограниченные области (например, окрестность точки z = ∞ с включением последней оказывается односвязной областью, а та же окрестность с исключением z = ∞ – двусвязной).

Также без всяких изменений распространяется на бесконечные z0 и w0 определение предела функции с помощью окрестностей. При этом функция, стремящаяся к пределу w0 = ∞ , называется бесконечно большой.

Пусть функция f ( z) аналитична в некоторой окрестности

бесконечно удаленной точки (кроме самой точки z = ∞ ; понятие аналитичности в этой точке пока еще не определено). На такую функцию без всяких изменений распространяется определение особых точек: говорят, что z = ∞ является устранимой особой точкой, полюсом или существенно особой точкой функции f ( z) в зависимости от того, конечен, беско-

нечен или вовсе не существует предел lim f ( z) . z→∞
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Однако критерии типа особой точки, связанные с разложением Лорана, изменятся, что видно из следующего рассужде-

		ния. Положим z =
	1
	(ξ → 0 при z → ∞ )и

		ξ

		 
	 
	 
	 
	 
	 

		 
	 
	f ( z) =
	1
	 
	= ϕ (ξ ) ,

		 
	 
	f 
	 
	 

		 
	 
	 

		 
	 
	 
	ξ
	 
	 



тогда ϕ (ξ ) будет аналитической в некоторой окрестности точки

ξ = 0 . Последняя будет для ϕ (ξ ) особой точкой того же типа,

		что и z = ∞ для
	f ( z) , ибо
	lim
	f ( z) = lim ϕ (ξ ) . Лорановское

		 
	 
	 
	 
	z→∞
	ξ →0

		разложение f ( z)
	в окрестности
	z = ∞ можно, очевидно, полу-

		чить простой заменой ξ =
	1
	 
	в лорановском разложении ϕ (ξ ) в

		z

		 
	 
	 
	 



окрестности ξ = 0 . Но при такой замене правильная часть за-

меняется главной, и наоборот.

Теорема 2. В случае устранимой особенности в бесконечно удаленной точке лорановское разложение функции f ( z) в

окрестности этой точки вовсе не содержит положительных степеней z , а в случае полюса содержит конечное их число, а в случае существенной особенности – бесконечное число положительных степеней z .

Если f ( z) имеет в точке z = ∞ устранимую особенность, то обычно говорят, что она аналитична в бесконечности, и при-

	нимают f (∞) = lim
	f ( z) .

	z→∞
	 

	Пусть функция
	f ( z) аналитична в некоторой окрестности



точки z = ∞ (кроме, быть может, самой этой точки). Под вычетом функции в бесконечности понимают:

		res f (∞) =
	1
	∫ f ( z)dz,
	(7)

		2π i

		 
	γ −
	 

		 
	 
	 



где γ − – достаточно большая окружность | z |= ρ , проходимая

по часовой стрелке (так, что окрестность точки z = ∞ остается слева так же, как и в случае конечной точки). Из этого опреде-
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ления непосредственно следует, что вычет функции в беско-

нечности равен коэффициенту при z −1 в лорановском ее разложении в окрестности точки z = ∞ , взятому с обратным знаком.

Теорема 3. Если функция f ( z) имеет в полной плоскости

конечное число особых точек, то сумма всех ее вычетов, включая и вычет на бесконечности, равна нулю.
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