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1.Введение 1.1.Геометрия и природа

При обучении детей счету обычно используются такие вспомогательные средства, как пальцы и счетные палочки. При этом никому не приходит в голову сразу начинать объяснять детям, что между любыми двумя целыми числами скрывается бесконечное множество чисел, подавляющее большинство которых – иррационально.

В школьной геометрии можно вычислить длину любой линии и не знать при этом, что большая часть линий из природных образований математически бесконечны. Их длина может быть вычислена только при наложении определенных геометрических ограничений, например, при условии интерполяции конечным числом отрезков прямых или кривых. Однако, известен пример из времен второй мировой войны, когда математикам была поставлена задача вычислить длину береговой линии

Британии и математики получали различающиеся в разы результаты, поскольку на самом деле вычислялась длина линий, полученных в результате интерполяции. Их длина зависит от способа интерполяции. Таким образом классическая геометрия попадает в затруднительное положение при попытке оценить с ее помощью характеристики природных объектов.

Еще в 1904 году, шведский математик Нильс Фабиан Хельге фон Кох (Niels Fabian Helge von Koch), (1870-1924), сделал попытку описать кривую, для которой несмотря на то, что она почти везде непрерывна, не определена производная и она не дифференцируема (рис. 1). Впервые такого рода кривые в 1975 году описал Бенуа Мандельброт (Benoit Mandelbrot) (род. 1924).

Он стал родоначальником новой области в

						
	математике,
	которая
	получила название

	"фрактальная геометрия"1. С ее помощью стало

	возможно не только решить целый ряд задач,

	связанных
	с
	описанием
	подобного
	рода

	Бенуа Мандельброт объектов,
	но и развить
	новое направление в

	компьютерной
	технике,
	связанное
	с



построением компьютерных изображений.




1 Бенуа Б. Мандельброт Фрактальная геометрия природы = The Fractal Geometry of Nature — М.: Институт компьютерных исследований, 2002. — С. 656
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Рис.1 а. Построение снежинки Коха

Рис.1б. Построение кривой Коха

(первые три итерации).

Рис.1в. Четвертая и пятая итерации при построении кривой Коха.

На основе фрактальной геометрии можно описать многие объекты от ландшафтов до живых организмов, так как все они обладают свойствами фракталов. Примером такого изображения является так называемый папоротник Барнсли (Рис.2).




Рис. 2. Фрактальное построение природного объекта (Папоротник Барнсли

(Barnsley)).
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Важнейшими свойствами фракталов оказались их самоподобие, что означает подобие каждой части фрактала всему фракталу, и дробная размерность. Так для кривой Коха размерность приблизительно равна 1,26.

Сегодня без применения фракталов тяжело представить себе компьютерную графику, которая нашла применение не только собственно в программном обеспечении компьютеров, но и при производстве кинофильмов, при обработке изображений. Антенны с фрактальной структурой применяются в радиосвязи. Геометрическими свойствами фракталов обладают атмосферные потоки, речные и океанские течения, звездные и галактические скопления, отдельные галактики и наша Вселенная.

Фрактальными свойствами обладают многие кривые, описывающие изменение каких-либо параметров природных систем, например изменение уровня водоемов.

1.2. Фракталы и хаос

Людей всегда интересовали причины непредсказуемости и способы повышения предсказуемости. Словом "хаос" древние греки обозначали- "морской залив с широким входом" [1]. На таком широком пространстве может легко затеряться все что угодно, особенно в утренние часы, с клубящимся туманом. В [1] Азимов пишет, что так можно представить себе первобытный хаос в котором пока нет звезд и планет с определенными очертаниями, а есть нечто подобное клубящемуся пару. В обыденном понимании слово "хаос" обозначает полный беспорядок.

Ученые также до начала 60-х годов ХХ века понимали под этим словом полный беспорядок, которым характеризуется поведение абсолютно непредсказуемого объекта. Хорошим примером такой полной непредсказуемости служит идеальный газ, молекулы которого сталкиваются абсолютно упруго, без потери импульса, поэтому их траектории предсказать невозможно. В реальных же газах молекулы ведут себя подругому, их

столкновения не упруги, возникает трение, диссипация. Это является одной из причин возникновения течений. Вследствие этого становится возможным описать поведение больших объемов газа уравнениями, т.е. их поведение уже детерминировано. Однако, несмотря на такую детерминированность, предсказывать поведение течений газов и жидкостей, вследствие той же диссипации, разрушающей эту упорядоченность, можно только на ограниченное время.

В 1963 году американский математик из массачусетского технологического института Эдвард

Лоренц, занимающийся проблемой предсказания погоды, Эдвард Лоренц опубликовал работу [2], в которой впервые было

проанализировано поведение детерминированной системы, имеющей










Жюль Анри Пуанкаре

(1854-1912)
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хаотическое решение. После этой работы стала развиваться наука о о так называемом детерминированном хаосе: о поведении систем, которые являются детерминированными, могут быть описаны, например, системой дифференциальных уравнений, но имеющих хаотическое решение, развитие которого можно предсказать лишь на ограниченное время. Господствующим стало мнение о типичности такого поведения. Оно обнаруживается в природных системах, в воздушных и океанских течениях, усложняя тем самым задачу предсказания погоды. Поэтому, несмотря на большое количество искусственных спутников и метеорологической аппаратуры, проблема точного

прогноза погоды пока еще не решена.

«Детерминированный хаос» означает, что хаотическое поведение демонстрирует детерминированная система. Оказалось, что решение такой системы обладает свойствами фрактала: его кривая самоподобна и имеет дробную размерность. Кроме этого, несмотря на детерминированный источник, такие системы обладают чувствительной зависимостью к начальным условиям и являются ограниченно предсказуемыми. Существование таких систем еще в 1903 году предсказал французский математик Жюль Анри Пуанкаре ( Jules Henri Poincaré 1854-1912).

Сейчас учение о детерминированном хаосе разделилось на большое число узких специализаций: в математике; в теории управления; при изучении поведения потоков жидкостей и газов; при изучении физиологии человека; при изучении и моделировании процессов в компьютерных сетях; поведение планетных и звездных систем; в нелинейной оптике; при изучении плазмы.

2. Динамические системы

Динамической называют систему, которая эволюционирует во времени. Ее принято описывать следующей системой уравнений, связывающими будущее состояние системы с текущим:

		(1)
	dx
	F(x)
	,

		dt

		 
	 
	 



где: x={x1,x2,x3…..,xn}- переменные, число которых определяет порядок или размерность системы; t- время; F={F1,F2,F3,….,Fn}-какие-то нелинейные функции. Функции F являются по смыслу скоростями.

Эволюция динамической системы однозначно определяется ее начальным состоянием. Состояние системы в какой-то момент времени tj определяется набором точек x(tj). Пространство, образованное переменными x={x1,x2,x3…..,xn} называют фазовым пространством и обозначают n .









mg sin x
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Если из любого состояния системы однозначно определяется ее любое прошлое или будущее состояние, то такая система называется детерминированной. Для такой системы характерным является стремление попасть в какую-то ограниченную область состояний. Например, колебания температуры воздуха происходят во вполне определенных пределах, никому не придет в голову подумать о возможности ее снижения, например в жилом помещении до -273°С.

Можно найти частное решение системы (1) x= x( x0,t) для какого-то набора начальных условий x0. Тогда все возможные частные решения образуют в фазовом пространстве к какому-то моменту времени t набор новых состояний f(x,t). Этот новый набор называют фазовым потоком или потоком фазы в фазовом пространстве n . Тогда можно сказать, что вектор F есть вектор скорости потока.

2.1. Примеры динамических систем. Фазовая траектория динамической системы. Аттрактор

Самым простым примером динамической системы можно считать так называемый гармонический осциллятор, которым является например, математический маятникточечный груз который подвешен на бесконечно тонком шнуре без трения в точке подвеса при отсутствии атмосферы (рис.3). Такой маятник, получив начальный толчок, будет качаться до скончания веков, т.к. потери энергии для него отсутствуют. Движение маятника может быть описано исходя из второго закона Ньютона:

(2) F m a

		l
	0

		x

		 



m

	mg cos x
	x
	F

	 

	 
	 



mg

Рис. 3. Математический маятник

Ускорение a может быть определено из длины маятника l и угла отклонения от вертикали x, тогда сила F, действующая на маятник, может быть записана, как:

F m l d 2 x dt 2

Преобразовав последнее уравнение, можно получить:

d 2 x g sin x 0 dt2 l
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Если угол отклонения маятника от вертикали x имеет малую величину, то можно принять sin x x и тогда уравнение для математического маятника окончательно примет вид:

	(3)
	d 2 x
	 
	g
	x

	dt 2
	 

	 
	 
	l



Уравнение (3) известно, как уравнение идеального гармонического осциллятора. Это уравнение линейно и часто приводится в таком виде:

(4)d 2 x 2 x, dt 2

	где 
	 
	 
	g
	 
	- круговая частота колебаний осциллятора.
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	l
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Можно также определить период его колебаний
	T 2
	l
	.

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	g

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Тогда круговая частота и период связываются соотношением:
	 
	 
	 
	 

	 
	2
	 
	Решением уравнения (3) гармонического осциллятора
	является

	 
	 

	 
	T

	 
	 
	гармоническая кривая (рис. 4):
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



(5) x xm cos( t ) ,

где xm- амплитуда колебаний, - фаза.

	1.5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0.5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	x (гол.),
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	dx/dt(кр.) 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	-0.5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	-1
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	-1.5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	0
	2000
	4000
	6000
	8000 10000
	12000

	 
	 
	 
	 
	 
	t
	 



Рис. 4. Колебания гармонического осциллятора при НУ x(0)=0,5; dx(0)/dt=0,5. Голубая кривая-положение маятника, краснаяскорость.
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		Рис. 5. Колебания гармонического осциллятора при
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		маятника, краснаяскорость.
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Можно также представить решение уравнения (3) также в другом пространстве, для которого координатами являются x и dx/dt. Такое пространство называют фазовым. Для гармонического осциллятора решение в фазовом пространстве есть эллипс, поскольку положение x есть косинус и скорость dx/dt есть синус (рис. 6).
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