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Предисловие

Предлагаемый сборник задач является продолжением серии пособий, предназначенных для проведения практических занятий по университетскому общему курсу алгебры для студентов математических специальностей.

Линейная алгебра классический раздел, представленный практически во всех задачниках. Тем не менее, включенные в них циклы задач, по мнению составителей, чаще всего представляют собой либо сугубо утилитарные наборы вычислительных упражнений, либо собрания недостаточно взаимосвязанных заданий, не отвечающие в полной мере традициям изучения алгебры на математико-механическом факультете СПбГУ.

Не претендуя на всеохватность и полноту, составители, тем не менее, постарались выбрать из множества имеющихся задач наиболее точно отвечающие их взглядам на преподавание предмета (установить авторство большинства задач, переходящих из учебника в учебник, как правило, невозможно, и мы отказались от какого-либо их атрибутирования), добавили некоторое количество задач, нигде нам не встречавшихся, и расположили их в порядке, согласованном с теоретической частью курса алгебры, читаемого в СПбГУ.

Как и в предыдущих выпусках, решено не приводить ответов и решений (что сразу обесценит пособие как источник домашних и контрольных заданий).
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1. Простейшие свойства векторных пространств

В этом разделе, если не оговорено иное, V векторное пространство над полем K.

1.1. Доказать, что из аксиом векторного пространства выте-

кает следующее:

а) 0v = 0 для любого вектора v; б) λ0 = 0 для любого скаляра λ; в) если λv = 0, то λ = 0 или v = 0; г) (−λ)v = −(λv) = λ(−v);

д) λ(u − v) = λu − λv; е) (λ − µ)v = λv − µv.

1.2.Является ли множество R2 пространством над R относительно покомпонентного сложения и умножения на скаляр λ ◦

(α, β) = (λα, β)?

1.3.Пусть X множество, V = 2X множество всех его под-

множеств. Доказать, что V является пространством над полем F2, если A + B = (A B) \ (A ∩ B) (симметрическая разность подмножеств), 0 · A = , 1 · A = A.

1.4.Пусть X множество, V X множество всех отображений X в V . Доказать, что следующие подмножества множества V X суть пространства над K относительно поточечно определенных действий (f + g)(x) = f (x) + g(x) и (λf )(x) = λf (x), где f, g V X , λ K:

	 
	а)
	V X ;
	 
	всех f V X, для которых f (x) = 0 при

	 
	б) множество V (X)

	 
	 
	почти всех x X, т. е. при всех x X, кроме конечного их

	 
	 
	числа;
	 
	 

	 
	в) множество всех f V X, для которых y Y f (y) = 0, где

	 
	 
	Y фиксированное подмножество множества X.

	 
	1.5. Доказать, что множество тригонометрических много-

	членов Trig[t]n = {a0 +
	n

	k=1(ak cos kt + bk sin kt) | ak , bk R}, n 

	N
	, является
	вещественным пространством.

	 
	 
	P



1.6. Доказать, что множество комплексных последовательностей (un), заданных рекуррентными соотношениями un = a1un−1 +

. . . + ak un−k , где ai C, является пространством над C относи-

тельно почленных сложения и умножения на число.
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1.7. Выяснить, является ли структура, заданная на множестве V указанными действиями, пространством над полем K:

	1)
	V = R>0, K = R , сложение это умножение чисел, умно-

	 
	жение на скаляр α возведение в степень α;

	2)
	V группа порядка 2, K = F2, сложение групповое умно-

	 
	жение, умножение на скаляр m · 1K возведение в степень

	 
	m (m = 0 или m = 1);
	 
	 
	 
	 

	3)
	V группа порядка 3, K и действия как в п. 2);

	4)
	V четверная группа, K и действия как в п. 2);

	5)
	V = Cp . . . Cp, Cp циклическая группа простого поряд-

	 
	ка p, K = Fp, действия как в п. 2) при m = 0, 1, . . . , p − 1;

	6)
	V = C[t], K = R, действия обычные;

	7)
	V = K[t]n = {f K[t] | f = 0 или deg(f ) 6 n};

	8)
	V = M(2, 1, R), K = ½µ−β
	α¶
	 
	α, β R¾, сложение 

	 
	α
	β
	 
	¯
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	обычное, умножение на скаляр 
	умножение столбца из V

	 
	 
	¯
	 



слева на матрицу из K.

1.8.Найти какой-нибудь изоморфизм пространства K(N) на

K[t].

1.9.Доказать, что для любого n N к´ольца многочленов K[t]

иK[t1, . . . , tn] изоморфны как векторные пространства над K (но,

разумеется, не как кольца!).

1.10.Сколько элементов содержит пространство Fqn

1.11.Пусть u, v F2n. Число позиций, в которых ui 6=vi, называется расстоянием Хэмминга между u и v и обозначается d(u, v). Весом Хэмминга wt(u) вектора u называется число его ненулевых компонент. Вектор u v = (u1v1, . . . , unvn) называется

пересечением векторов u и v.

а) Доказать, что wt(u + v) = wt(u) + wt(v) − 2wt(u v).

б) Доказать неравенство треугольника d(u, w)+d(w, v) > d(u, v).

Проверить, что равенство выполняется в том и только в том случае, когда w = u или w = v.

в) Сколько имеется векторов w, для которых d(u, w)+d(w, v) = d(u, v) = d? Сколько из них находятся на фиксированном расстоянии r 6 d от вектора u (и, тем самым, на расстоянии d − r от вектора v)? Что это за векторы?
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г) Пусть u, v и w три вектора, любые два из которых находятся на расстоянии d. Доказать, что найдется ровно один вектор x, находящийся на расстоянии d/2 от каждого из векторов u, v и w.

Указание. Покажите, что этим вектором является u v+u w+v w.

2. Линейная зависимость. Базис

2.1. Пусть x, y, z линейно независимая тройка векторов

некоторого пространства. Всегда ли следующие тройки векторов линейно независимы:

а) y − z, z − x, x − y; б) y + z, z + x, x + y; в) x + y + z, y + z, x; г) x + y + z, y + z, z;

д) 3x, 5y, z (где nx обозначает сумму n слагаемых x + · · · + x)?

2.2. Пусть α, β и γ три различных элемента поля K. Являются ли векторы (t − α)(t − β), (t − β)(t − γ) и (t − γ)(t − α)

линейно независимыми в K[t]?

√ √

2.3. Доказать, что 1, 2, 3 линейно независимы как векторы пространства R над Q.

2.4.Доказать, что функции sink t (k N) линейно независимы

как векторы пространства вещественных непрерывных функций

C(R).

2.5.Векторы (0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1) пространства Fp4, где p простое, линейно зависимы. Найти p.

2.6.Найти все такие векторы v F23, что (1, 1, 0), (1, 1, 1) и v

линейно независимы.

2.7.Сколько различных семейств из m линейно независимых векторов можно выбрать в пространстве Fqn?

2.8.Дополнить пару векторов (1, 1, 0, 0) и (1, 1, 1, 1) до базиса пространства F24.
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2.9. В пространстве M(2, R) указать какой-нибудь базис, со-

	1
	1
	0
	1

	держащий матрицы µ1
	1¶ и
	µ−1
	0¶. Найти координаты еди-



ничной матрицы в выбранном базисе.

2.10.Пусть f0, f1, . . . , fn K[t] и i deg(fi) = i. Доказать, что f0, f1, . . . , fn базис пространства K[t]n.

2.11.Вектор пространства R3 имеет в базисе f1 = (4, 1, 3), f2 = (2, 1, 2), f3 = (1, 1, 1) координаты (1, −1, −2). Найти координаты этого вектора в базисе g1 = (2, 3, 3), g2 = (1, −1, 1),

g3 = (1, 3, 2).

2.12. Найти базис пространства R3, в котором векторы x, y, z имеют координатные столбцы [x], [y], [z]:

1)x = (9, 2, 0), y = (6, 3, 4), z = (3, 1, 2),

[x] = (1, 2, 1)>, [y] = (1, −1, 2)>, [z] = (−2, −1, 3)>;

2)x = (0, −1, −1), y = (2, −4, 3), z = (6, −6, 5), [x] = (1, 1, 1)>, [y] = (2, 3, 2)>, [z] = (5, 6, 4)>;

3)x = (0, 4, 1), y = (−2, 1, −3), z = (−1, 8, 0),

[x] = (2, 1, 3)>, [y] = (1, −1, 2)>, [z] = (5, 1, 7)>;

4)x = (4, 2, 4), y = (5, 4, 3), z = (3, −1, 0),

[x] = (3, 1, 1)>, [y] = (2, 1, 3)>, [z] = (2, −2, 1)>;

5)x = (6, 7, 3), y = (5, 6, 1), z = (2, 0, 2),

[x] = (2, 1, 2)>, [y] = (1, 2, 2)>, [z] = (0, −1, 1)>;

6)x = (0, 5, −2), y = (−1, 6, 1), z = (0, 7, −2), [x] = (3, 2, 3)>, [y] = (2, 3, 3)>, [z] = (4, 3, 4)>;

7)x = (2, 6, −1), y = (6, 1, 1), z = (7, 8, 0),

[x] = (1, 2, 3)>, [y] = (2, 1, −2)>, [z] = (3, 3, 2)>;

8)x = (5, 3, 7), y = (3, 4, 8), z = (−1, 2, 2),

[x] = (2, 2, 1)>, [y] = (1, 3, 1)>, [z] = (−1, 1, 1)>;

9)x = (1, 0, 3), y = (3, 2, 4), z = (0, 0, 1),

[x] = (1, 3, 4)>, [y] = (1, 4, 3)>, [z] = (0, 1, 1)>;

10)x = (8, 7, −3), y = (5, 4, −2), z = (8, 7, −6), [x] = (3, 4, 2)>, [y] = (2, 3, 2)>, [z] = (3, 7, 5)>.
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2.13.В пространстве V найти матрицу перехода от базиса f

кбазису g:

1)V = K[t]3,

f = (1, 1 + t, (1 + t)2, (1 + t)3), g = (t3, t3 − t2, t3 − t, t3 − 1);

2)V = {u R[t] | u000 = 0} , f = (1, 1 + t, 1 + t2),

g = (1 + t + t2, 1 − t + t2, 1 − t2);

3)V геометрическое трехмерное пространство,

f = (i, j, k), где i, j, k орты декартовой системы координат,





	g получен из базиса f поворотом его вокруг оси
	x = y

	на угол π;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	1
	2

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4) V = M(2, R),
	,
	µ0
	0¶ ,
	µ1
	0¶ ,
	µ1
	1¶¶ ,
	 
	 

	f =
	µµ0
	0¶
	 
	 

	 
	1
	0
	 
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0¶¶.
	 
	 

	g =
	µµ0
	1¶
	,
	µ0
	−1¶
	, µ1
	0¶
	, µ−1
	 
	 

	 
	1
	0
	 
	1
	0
	0
	1
	 
	0
	1
	 
	 






= z

−1






2.14.В пространстве R3 найти матрицу перехода от базиса f

кбазису g:

1)f = ((2, 3, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 0)), g = ((3, 2, 3), (6, 4, 7), (5, 4, 5));

2)f = ((1, 0, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 1)), g = ((4, 3, 3), (3, 1, 2), (7, 7, 6));

3)f = ((1, 1, 2), (1, 0, 1), (−1, 1, 1)), g = ((0, 2, 1), (3, 2, 5), (2, 5, 5));

4)f = ((1, 3, 1), (0, 1, 2), (1, 1, 1)), g = ((2, 7, 8), (1, 1, 5), (2, 7, 4));

5)f = ((3, 1, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 1)), g = ((4, 1, 3), (8, 5, 6), (6, 6, 5));

6)f = ((3, 4, 3), (2, 3, 2), (1, 5, 2)), g = ((5, 7, 5), (4, 9, 5), (3, 8, 4));

7)f = ((2, 3, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 1)), g = ((3, 2, 4), (5, 6, 4), (7, 6, 8));




8









8)f = ((1, 1, 4), (1, 2, 5), (2, 3, 3)), g = ((4, 5, 5), (0, −1, 5), (0, 0, 6));

9)f = ((2, 3, 4), (3, 2, 5), (3, 3, 2)), g = ((5, 5, 9), (5, 6, 6), (9, 8, 9));

10)f = ((1, 2, 1), (0, 1, 2), (2, 1, 3)), g = ((4, 6, 7), (3, 5, 8), (5, 5, 9)).

2.15. Пусть α и β алгебраические числа. Проверить, что Q [α, β] является конечномерным пространством. Доказать, что степень α + β не превосходит произведения степеней слагаемых.

2.16. Пусть (fi)i I некоторый базис R как пространства над

Q, i0 I. Определим отображение ϕ : R → R формулой ϕ(x) = ri для x = P riei, где ri Q. Доказать, что: 0

i I

а) ϕ функция, удовлетворяющая уравнению Коши ϕ(x+y) =

ϕ(x) + ϕ(y) x, y R;

б) ϕ разрывна в каждой точке;

в) если ψ непрерывное решение уравнения Коши, то ψ(x) = cx для некоторого c R.

3.Подпространства

Вэтом разделе, если не оговорено иное, V векторное пространство над полем K.

3.1.Какие из данных множеств являются подпространствами пространства K4:

1){(0, 0, λ − 1, λ) | λ K};

2){(λ, µ, λ − µ, λ − µ) | λ, µ K};

3){(1, λ, µ, λµ) | λ, µ K};

4){(λ, 2λ, −λ, −3λ) | λ K}?

3.2.Выяснить, является ли подмножество U пространства V

его подпространством, и в случае положительного ответа найти какой-нибудь его базис:

1)V = Kn, U = {(α1, . . . , αn) | α1 = 0};

2)V = Kn, U = {(α1, . . . , αn) | α1 = 1};
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	3)
	n
	, U =
	{(α1
	, . . . , αn) | α1 + α2 = 0};
	 
	 
	 

	V = Kn
	 
	 
	 

	4)
	n
	, U =
	{
	1
	, . . . , αn)
	|
	 
	 
	2
	 
	 
	2
	= 1
	}
	;
	 
	 
	 

	V = K
	 
	(α
	|
	α1 + α2
	 
	 
	 
	 

	6)
	V = K
	, U = {©(α1
	, . .000
	 
	n
	 
	 
	 
	1
	2
	 
	ª}
	 
	 
	 
	 
	 

	5)
	V = Kn
	, U = (α1, . . . , αn) | α1
	= α2 ;
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	. , α )
	 
	α α
	 
	= 0 ;
	 
	 
	 
	 
	 

	7)
	V = K[t], U = {f | f = 0};
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8)
	V = K[t], U = {f | f (1) = 0};
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9)
	V = K[t], U = {f | f (0) = 1};
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10)
	V = K[t], U = {f | f (0) + f (1) = 02};
	 
	 
	ª
	 
	 

	12)
	V = M(2, K),
	©
	{
	 
	|
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	}
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	11)
	V = K[t], U =
	f | f
	 
	делится на t
	+ t + 1 ;
	 
	 

	13)
	 
	 
	U =
	a
	 
	 
	 
	tr(a) = 0 ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	V = M(2, K), U = {a |
	>
	 
	 
	 
	 
	 
	}
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	15)
	V = M(2, K), U =
	©a
	 
	 
	 
	tr(a) = 1
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	|
	a
	 
	=
	 
	ª
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	14)
	V = M(2, K),
	U =
	a
	 
	a>
	= a ;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	© a
	|
	a
	 
	 
	 
	 
	=ª
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	−
	;
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	½
	 
	 
	¯
	 
	µ2¶
	 
	a
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¾
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	16)
	V = M(2, K), U =
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	1
	 
	 
	 
	0
	;
	 
	 
	0
	 
	1
	 

	f (¯a)
	 
	f
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	;

	17)
	V = M(2, K), U =
	 
	 
	K[t], a =
	 
	 
	 
	0¶¾

	 
	 
	 
	 
	 
	½
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	µ1
	 
	 

	18)
	V = M(2, K), U =
	a
	 
	 
	a
	¯
	1
	 
	2
	 
	=
	1
	2
	 
	a
	;
	 

	 
	¯
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	½
	 
	 
	 
	µ2 3¶ µ2 3¶ ¾
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	¯
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



19)V = M(2, K), Ua = {v | av = va}, a V ;

20)V = Fp[t], U = {f | f + tf 0 = 0}, p простое;

21)V = M(2, Fp), Ua = {(αe + βa)p | α, β Fp}, e единичная матрица, a V , p простое.

3.3.Определить, являются ли подпространствами простран-

ства M(n, K) следующие множества матриц x = (xij ), и указать

имеющиеся включения:

1)скалярные матрицы: i,j xii = xjj и xij = 0 при i 6=j;

2)диагональные матрицы: xij = 0 при i 6=j;

3)верхние треугольные матрицы: xij = 0 при i > j;

4)верхние строго треугольные матрицы: xij = 0 при i > j;

5)верхние унитреугольные матрицы: i xii = 1 и xij = 0 при i > j;

6)симметрические матрицы: i,j xij = xji;

7)кососимметрические матрицы: i,j xij = −xji;

8)антисимметрические матрицы: i xii = 0, i, j xij = −xji;

9)мономиальные матрицы: в каждой строчке и каждом столбце ровно один ненулевой элемент;
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