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А. Кратные интегралы.

1. Интеграл Римана по n–мерному промежутку.

2. Множество лебеговой меры 0.

3. Критерий Дарбу интегрируемости по Риману.

4. Критерий Лебега .













5. Интеграл Римана по допустимому множеству

6. Свойства кратного интеграла Римана.

1). Если  интегрируемые на множестве G функции, а и b - вещественные числа, то и

	функция
	 
	интегрируема наG и
	 

	2). Если
	 
	- интегрируемая на множестве G функция

	и
	0, то
	 
	 

	.
	 
	 
	 

	3).
	Если
	интегрируемые
	на



множестве G функции и














	при x G
	, то



4). ПустьG1 , G2 ,...,Gk - разбиение множества G, тогда

функция  интегрируема на множестве G тогда и только тогда, когда она интегрируема на каждом множестве Gi , i = 1 ,... , k причем

 .

7. Теорема о среднем значении интеграла Римана.

8. Теорема Фубини.

Рассмотрим произвольную ограниченную замкнутую квадрируемую область D с границей Г. Пусть выполнены следующие условия:

1) область D такова, что любая прямая, параллельная оси Оу, пересекает границу Г по целому отрезку  либо не более чем в двух

точках, ординаты которых есть и , где 

;

2) функция  интегрируема в области D и для любого  допускает существование однократного

	интеграла
	(
	- проекция области D на ось Ох).



	Тогда существует повторный интеграл
	и

	справедливо равенство
	.

	Доказательство теоремы
	 

	Если область D можно записать неравенствами:
	 

	,
	 

	то
	,



.




Справа стоит повторный интеграл, в котором внутренний интеграл вычисляется по переменной y в предположении, что x = const; результатом вычисления внутреннего интеграла является некоторая функция Ф(x). Затем вычисляется внешний интеграл от Ф(x) по переменной x в постоянных пределах; в результате получается число.

Вывод формулы:

Т.к. не зависит от способа разбиения области D на части, то сделаем разбиение горизонтальными и вертикальными прямыми на прямоугольные элементарные части. Всего элементарных частей будет:

 , n1 - количество частей по оси OX, n2 - количество частей по оси OY. - площадь элементарной части.

{выполним суммирование сначала по j, т.е. по вертикальным элементарным

частям при фиксированном , затем по i, т.е. просуммируем массы вертикальных полосок}

(1)

Здесь  Смысл формулы (1) можно также проиллюстрировать на объеме

цилиндроида, зная формулу для вычисления объема тела с известной площадью поперечного сечения:

- площадь поперечного сечения,
















9. Эвристический вывод формулы замены переменных в 10. Замена переменных в двойном и тройном интегралах. кратном интеграле.











якобиана. Для вычисления тройных интегралов часто используются цилиндрические и сферические координаты.

Ниже приводятся примеры вычисления интегралов с использованием других преобразований координат.

11. Кратные несобственные интегралы

Замена переменных в тройных интегралах





При вычислении тройного интеграла, как и двойного, часто удобно сделать замену переменных. Это позволяет упростить вид области интегрирования или подынтегральное выражение. Пусть исходный тройной интеграл задан в декартовых координатах x, y, z в области U:

Требуется вычислить данный интеграл в новых координатах u, v, w. Взаимосвязь старых и новых координат описывается соотношениями:

Предполагается, что выполнены следующие условия:

1.Функции φ, ψ, χ непрерывны вместе со своими частными производными;

2.Существует взаимно-однозначное соответствие между точками области интегрирования U в пространстве xyz и точками области U' в пространстве uvw;

3.Якобиан преобразования I (u,v,w),




Б. Криволинейные и поверхностные интегралы

1. Формула длины кривой.

Пусть C является гладкой, кусочно-непрерывной кривой, которая

описывается вектором . Длина данной кривой выражается следующим криволинейным интегралом

				
	где
	− производная, а
	− компоненты

	векторной функции
	.
	 



Если кривая C задана в плоскости, то ее длина выражается формулой






равный

отличен от нуля и сохраняет постоянный знак всюду в области Если кривая C представляет собой график заданной явно, непрерывной и интегрирования U.

	 
	 
	дифференцируемой функции
	в плоскости Oxy, то длина такой

	Тогда формула замены переменных в тройном интеграле записывается в
	кривой вычисляется по формуле
	 
	 

	виде:
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Наконец, если кривая C задана в полярных координатах
	 

	В приведенном выражении
	означает абсолютное значение
	 
	 
	 

	 
	 
	уравнением
	, и функция
	является

















	непрерывной и дифференцируемой в интервале
	, то длина кривой
	, то

	определяется выражением
	 
	 



	2. Криволинейный интеграл 1-го рода.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	5.
	Если гладкая кривая C в плоскости Oxy определена уравнением

	 
	 
	Криволинейные интегралы первого рода

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Определение
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	, то
	 

	 
	 
	Пусть кривая C описывается векторной функцией
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	, где переменная s представляет собой длину дуги кривой (рисунок 1).
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Если на кривой C определена скалярная функция F, то интеграл
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	называется криволинейным интегралом первого рода от
	6.
	В полярных координатах интеграл
	выражается

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	скалярной функции F вдоль кривой C и обозначается как
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Криволинейный интеграл
	существует, если функция F непрерывна
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	кривая C задана в полярных координатах функцией
	.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	на кривой C.
	 
	 
	 
	Криволинейный интеграл 2-рода.
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	Предположим, что кривая
	 
	C
	 
	задана векторной
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







Свойства криволинейного интеграла первого рода

Криволинейный интеграл I рода обладает следующими свойствами:

1.Интеграл не зависит от ориентации кривой;

2.Пусть кривая C1 начинается в точке A и заканчивается в точке B,




функцией , где переменная s − длина дуги

кривой. Тогда производная векторной функции

представляет собой единичный вектор, направленный вдоль касательной к данной кривой (рисунок 1).







а кривая C2 начинается в точкеB и заканчивается в точке D (рисунок 2).

Тогда их объединением будет называться криваяC1 U C2, которая проходит

от A к B вдоль кривой C1 и затем от B к D вдоль кривой C2.

Для криволинейных интегралов первого рода справедливо соотношение




В приведенной выше формуле α, β и γ − углы между касательной и положительными направлениями осейOx, Oy и Oz, соответственно.






	 
	 
	Рис.1
	 
	 
	Рис.2

	3.
	Если гладкая кривая C задана параметрически соотношением
	Введем векторную функцию
	 
	, определенную на кривой C, так,

	 
	 
	 

	 
	 
	чтобы для скалярной функции
	 
	 

	 
	и скалярная функция F непрерывна на кривой C, то
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	существовал криволинейный интеграл
	. Такой

	 
	 
	интеграл
	называется криволинейным интегралом второго

	4.
	Если C является гладкой кривой в плоскости Oxy, задан. уравнением рода от векторной функции
	вдоль кривой C и обозначается как






Таким образом, по определению,















	где
	− единичный вектор касательной к

	кривой C.
	 



Последнюю формулу можно переписать также в векторной форме:

	где
	.



Если кривая C лежит в плоскости Oxy, то полагая R = 0, получаем




интегрирования D и в этой области существует скалярная

	функция
	, такая, что
	 

	В этом случае криволинейный интеграл второго рода от функции
	вдоль



кривой C от точки A до точки Bвыражается формулой

(Здесь можно увидеть аналогию с формулой Ньютона-Лейбница для определенных интегралов.)

Таким образом, если криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирования, то для любого замкнутого контура C справедливо соотношение







Свойства криволинейного интеграла второго рода

Криволинейный интеграл II рода обладает следующими свойствами:

1. Пусть C обозначает кривую с началом в точке A и конечной точкой B. Обозначим через −Cкривую противоположного направления -

от B к A. Тогда

2.Если C − объединение кривых C1 и C2 (рисунок 2 выше), то




	Векторное поле, обладающее свойством
	,



называется потенциальным, а функция называется потенциалом.

Признак потенциальности поля

	Криволинейный интеграл II рода от функции
	не

	зависит от пути интегрирования, если
	 



	Предполагается, что каждый компонент функции
	имеет непрерывные

	частные производные по переменным x, y и z.
	 









3.Если кривая C задана параметрически в

	виде
	, то



4.Если кривая C лежит в плоскости Oxy и задана

уравнением (предполагается, что R =0и t = x), то последняя

формула записывается в виде

4.Формула Грина. Вычисление площади области криволинейным интегралом.

шп

5.Условия независимости криволинейного интеграла 2-го рода

от пути интегрирования.

Криволинейный интеграл второго рода от векторной

функции не зависит от пути интегрирования,

если P, Q и R являются непрерывными функциями в области




Если криволинейный интеграл рассматривается в плоскости Oxy, то в случае потенциального поля будет справедливо соотношение

В этом случае признак потенциальности векторного поля упрощается и принимает вид

Рассмотренный признак является необходимым, но, вообще говоря, не достаточным для потенциальности поля. Данное условие достаточно, если

только область интегрирования D односвязна.

6.Параметрическое представление поверхности в прямоугольной системе координат.

7.Ориентация поверхности. Лист Мебиуса.
















8. Площадь поверхности. Первая квадратичная форма

поверхности.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Рассмотрим скалярную функцию
	 
	 
	и поверхность
	 
	S.
	 

	 
	Пусть
	 
	S
	 
	задана векторной функцией
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	где координаты (u,v) изменяются в пределах некоторой области

	 
	определения
	в плоскости uv. Заметим, что

	 
	функция
	рассматривается только в точках, принадлежащих

	 
	поверхности S, то есть
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



	Поверхностный интеграл первого рода от функции
	по

	поверхности S определяется следующим образом:
	 



	где частные производные
	и
	равны
















аозначает векторное произведение. Вектор

	перпендикулярен поверхности в точке
	.



Абсолютное значение называется элементом площади: оно соответствует изменению площади dS в результате приращения координат u и v на малые значения du и dv (рисунок 1).




Выбор одного из них называется ориентацией поверхности.

Если S является границей ограниченной области, то ее можно ориентировать внешней или внутреннейнормалями. Поверхность S, ориентированную внешней нормалью, называют ее внешней стороной, а ориентированную внутренней нормалью, − ее внутренней стороной.

Поверхностный интеграл второго рода от векторного поля  по

ориентированной поверхности S (илипоток векторного поля  через поверхность S) может быть записан в одной из следующих форм:

Если поверхность S ориентирована внешней нормалью, то

Если поверхность S ориентирована внутренней нормалью, то







	Рис.1
	Рис.2



Площадь поверхности S выражается с помощью поверхностного интеграла в виде

Если поверхность S задана уравнением , где z (x,y) − дифференцируемая функция в области D (x,y), то поверхностный интеграл находится по формуле

Если поверхность S состоит из нескольких частей Si, то для вычисления поверхностного интеграла можно использовать свойство аддитивности:




Величина  называется векторным элементом поверхности.

Точка обозначает скалярное произведение соответствующих векторов. Частные производные, входящие в последние формулы, вычисляются следующим образом:

Если поверхность S задана явно в виде уравнения z = z(x,y), где z(x,y) − дифференцируемая функция в областиD(x,y), то поверхностный интеграл

второго рода от векторного поля  по поверхности S записывается в одной из следующих форм:






	9. Поверхностный интеграл 1-го рода.
	 
	 
	 
	 
	Если поверхность S ориентирована внешней нормалью (k-

	выше
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10. Поверхностный интеграл 2-го рода.
	 
	 
	 
	компонент вектора нормали является положительным), то

	 
	 
	 
	 

	 
	Рассмотрим векторное поле
	 
	и поверхность
	S, которая
	 
	 

	 
	описывается вектором
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Предполагается, что функции x(u,v), y(u,v), z(u,v) являются непрерывно
	 
	 

	 
	дифференцируемыми в некоторой области D(u,v), и что ранг матрицы
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Если поверхность S ориентирована внутренней нормалью (k-

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	компонент вектора нормали является отрицательным), то

	 
	равен 2.
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	Обозначим через
	 
	единичный нормальный вектор к
	 
	 

	 
	поверхности S в точке (x,y,z). Если поверхностьS гладкая и векторная
	 
	 

	 
	функция
	непрерывна, то в каждой точке поверхности
	 
	 

	 
	существуют два противоположно направленных единичных нормальных
	 
	 

	 
	вектора:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
















Поверхностный интеграл второго рода можно записать также в

координатной форме. Пусть P (x,y,z), Q (x,y,z),R (x,y,z) являются

компонентами векторного поля . Введем cos α, cos β, cos γ − направляющие косинусы внешней нормали  к поверхности S. Тогда

скалярное произведение  равно

Следовательно, поверхностный интеграл можно записать в виде

	Поскольку
	(рисунок 1), и,



аналогично, , получаем следующую формулу для вычисления поверхностного интеграла II рода:

Если поверхность S задана в параметрической форме с помощью

	вектора
	, то последняя формула

	принимает вид
	 



где (u,v) изменяются в пределах области интегрирования D(u,v).

Рис.1

Если поверхность S не представима в явном или параметрическом виде, то ее можно попробовать разбить на конечное число частей, каждая из которых представима в таком виде. В этом случае справедливо свойство аддитивности: поверхностный интеграл второго рода по поверхности S будет равен сумме интегралов по ее частям.

11. Формула Стокса.

Пусть S является гладкой поверхностью, ограниченной гладкой кривой C. Тогда для любой непрерывно дифференцируемой векторной функции

справедлива теорема Стокса:

где




Будем предполагать, что ориентация поверхности и направление обхода кривой соответствуют правилу правой руки. В этом случае при обходе кривой поверхность всегда остается слева, если голова направлена в ту же сторону, что и вектор нормали  (рисунок 1).

Теорема Стокса связывает между собой криволинейные интегралы второго рода и поверхностные интегралы второго рода.

В координатной форме теорема Стокса может быть записана в следующем виде:

	Рис.1
	Рис.2



12. Формула Остроградского-Гаусса.

Обозначим через G трехмерное тело, ограниченное кусочно-непрерывной,

гладкой, замкнутой поверхностьюS с внешней нормалью. Предположим, что задано векторное поле  компоненты которого имеют непрерывные частные производные.

Согласно формуле Остроградского-Гаусса,

	 
	 
	где через
	 
	 

	обозначена дивергенция векторного поля
	(она
	обозначается также

	символом
	). Символ
	указывает, что поверхностный интеграл

	вычисляется
	по
	замкнутой
	поверхности.



Формула Остроградского-Гаусса связывает поверхностные интегралы

второго рода с соответствующими тройными интегралами.

Данную формулу можно записать также в координатной форме:

	В частном случае, полагая
	, получаем формулу для



вычисления объема тела G:

В.Элементы векторного анализа

1.Основные характеристики скалярного и векторного полей.






	− ротор векторного поля
	.



Символ  показывает, что криволинейный интеграл вычисляется по замкнутой кривой.
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      Для продолжения скачивания необходимо пройти капчу:

      
      
        

        

        
          
        

      


    


  


  

  
  
  
    
    
    
    
    
  

  
  
  


     

  

  
  
  

  


  

  
  
    
  

